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Ein Versuch, 

die mathematische Analysis auf die Theorieen der Elek- 
tricitat and des Magnetismus anzuwenden. 



Vorrede. 

[V] Nach Vollendung der vorstehenden Abhandlung war ich 
selbstverständlich bemüht, mich mit den Leistungen früherer 
Schriftsteller auf demselben Gebiete bekannt zu machen und, 
wenn mOglich, an dieser Stelle eine historische Darstellung ihrer 
Fortschritte zu geben; meine beschränkten Quellenstudien indess 
verbieten mir solches durchaus; doch sei es mir gestattet, eine 
oder zwei Bemerkungen zu machen über die wenigen Werke, 
die ich zur Hand gehabt habe, und zwar weil sich hierbei die 
Gelegenheit darbietet, einer ausgezeichneten Abhandlung Er- 
wähnung zu thun, die der Königlichen Gesellschaft von einem 
der hervorragendsten Mitglieder dieser gelehrten Körperschaft 
vorgelegt worden ist, einer Abhandlung, die wenig Beachtung 
fand, aber welche bei genauerer Kenntnissnahme nicht unwerth 
des Mannes erscheint, der die Gaschemie (pneumatic chemistry) 
begründet und der entdeckt hat, dass Wasser, weit davon ent- 
fernt ein einfacher Körper zu sein, wie man damals glaubte, 
vielmehr aus zwei Gasen besteht, welche die allerwichtigste 
Rolle in der Natur spielen. 

Ich brauche nicht zu sagen, dass der in Hede stehende 
Autor der berühmte Cavendish ist, der seine Abhandlung i) 
durch Beschränkung auf einfache Methoden, wodurch sie Jeder- 
mann, der die Elemente der Geometrie und der Fluxions- 
rechnung beherrscht, verständlich sein muss, einem grossen 
Leserkreis zugänglich gemacht hat; und obgleich er, wie 

1* 



4 George Green. 

aus seinen Aenssernngen geschlossen werden muss^ von der 
Hypothese, die ihm einige wichtige Schlussfolgerungen ge- 
stattete, nicht befriedigt war, so wird man doch sofort beim 
aufmerksamen Durchlesen der Arbeit bemerken, dass eine 
geringfügige Aenderung hinreicht, Alles in volle üebereinstim- 
mung zu bringen*). 



*) Um Obiges zu erklären, wollen wir einen der Cavendish' sehen 
Sätze wählen, z. B. den zwanzigsten, und mit einiger Aufmerk- 
samkeit die dort angewandte Methode prüfen. In diesem Satze 
soll gezeigt werden, dass, wenn zwei ähnliche leitende Körper durch 
einen dünnen Kanal verbunden und mit Elektricität geladen werden, 
die respectiven Quantitäten Flüssigkeit, die sie aufnehmen, sich 
wie die (n — Ijsten Potenzen ihrer Durchmesser verhalten: voraus- 
gesetzt, die elektrische Abstossnng sei von der nten Potenz des 
Abstandes abhängig. Beim Beweise wird vorausgesetzt, der Kanal 
sei cylindrisch und angefüllt mit einer incompressiblen Flüssigkeit 
von überall gleicher Dichtigkeit: alsdann werden die Elektricitäts- 
mengen im Inneren der beiden Körper durch eine sehr einfache 
geometrische Construction bestimmt, so dass die ganze von dem 
einen von ihnen auf den Kanal ausgeübte Wirkung die von dem 
anderen herrührende genau aufhebt; und aus einigen Bemerkungen 
in der 27sten Proposition geht hervor, dass die auf solche Weise 
erhaltenen Eesultate sehr gut mit den in wirklichen Kanälen an- 
gestellten Versuchen übereinstimmen, mögen diese Kanäle gerade 
oder krumm sein, vorausgesetzt nur, man habe n = 2 gesetzt, 
entsprechend den mittlerweile angestellten Versuchen von Coulomb, 
Der Autor indessen bekennt, solches auf keine Art beweisen zu 
können, obwohl es, wie wir sogleich sehen werden, auf Grund der 
in jener Abhandlung enthaltenen Sätze sehr leicht hergeleitet 
werden kann. 

Zu dem Zwecke nehmen wir eine incompressible Flüssigkeit 
von gleichförmiger Dichtigkeit an, deren Theilchen nicht aufein- 
ander wirken mögen, die aber ein und derselben Wirkung von 
Seiten aller Elektricitätstheilchen in ihrer Nachbarschaft ausgesetzt 
sind, wie ein wirklicher elektrischer Strom von gleicher Dichtigkeit 
sich verhalten würde; wir denken ferner einen unendlich dünnen 
Kanal mit solch hypothetischer Flüssigkeit angefüllt, von überall 
gleich grossem und gleich geartetem Querschnitt, vom Punkte a 
eines der beiden Körper ausgehend, durch einen Theil desselben 
bindurchstreichend und im Innern des verbindenden Kanales und 
durch einen Theil des andern Körpers bis zu einem Punkte A der 
Oberfläche desselben verlaufend, dann wieder in gerader Linie von 
^ zu a zurückkehrend und derart einen geschlossenen Umkreis 
bildend, so folgt nach Grundsätzen der Hydrostatik, sowie auch aus 
unseres Autors 23 ster Proposition , dass der ganze hypothetische 
Kanal sich im Gleichgewicbt befindet, und dass, da jedes Theilchen 
der in dem System befindlichen Menge sich so verhalten muss, 
auch die geradlinige Menge a^ im Gleichgewicht sich befindet. 
Diese einfache Ueberlegung ergänzt den Cavendish* Bchen Beweis, 
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[VI] In der mathematischen Theorie der Elektricität scheint 
wenig geleistet worden zu sein, abgesehen von einigen un- 
mittelbaren Folgernngen ans bekannten Formeln, die zuerst 
bei Untersuchungen über die Gestalt der Erde sich ergaben 
(die wichtigste derselben bildet die Bestimmung des Gesetzes 
der elektrischen Dichtigkeit an der Oberfläche von Leitern, 
die wenig von der Kugel abweichen, sowie auf Ellipsoiden) ; 
und zwar vom Jahre 1771, dem Datum der Cavendish' ^aheit 
Abhandlung, bis 1812, wo Poisson dem Institut de France 
zwei Abhandlungen ^) von ausgezeichneter Eleganz überreichte, 
über die Vertheilung der Elektricität an der Oberfläche von 
leitenden Kugeln, die, zuvor elektrisirt, einander gegenüber 
gestellt werden. Es ist unmöglich, hier von diesen Arbeiten 
eine Vorstellung zu geben: um sie gebührend zu würdigen, 
muss man sie lesen. Daher soll nur bemerkt werden, dass sie 
von der Betrachtung der in vorliegender Abhandlung so ge- 
nannten Potentialfunctionen ausgehen, und dass der Autor, 
durch eine Differential-Gleichung, — die unmittelbar aus der- 
jenigen hergeleitet werden kann, die wir in unserem zehnten 
Artikel bringen, um die Beziehung zwischen zwei von irgend 
einer Kugelfläche herstammenden Potentialfunctionen auszu- 
drücken, — die Werthe dieser Functionen mit Bezug auf 
eine jede der beiden betrachteten Kugeln herleitet und daraus 
den allgemeinen Ausdruck für die elektrische Dichtigkeit auf 
der Oberfläche beider gewinnt und damit zugleich ihre Wir- 
kung auf einen äusseren Paukt. 

Ich weiss von keinen Fortschritten der Theorie der Elek- 
tricität, mit Ausnahme der soeben besprochenen; da aber 
elektrische und magnetische Flüssigkeiten ein und dasselbe 
Wirkungsgesetz befolgen und ihre Theorieen, vom mathemati- 
schen Gesichtspunkte aus, lediglich aus Consequenzen bestehen, 
die aus diesem Gesetze hervorgehen, während eine Verschieden- 
heit nur in der besonderen Beschaffenheit der Körper in 
Hinsicht auf jene beiden Arten von Flüssigkeiten begründet 
sein kann, — so ist es klar, dass die Theorieen beider sehr 



wie auch die Gestalt und der Querschnitt des verbindenden Kanales 
beschaffen sein mag, wenn nur die in ihm befindliche Elektricitäts- 
menge sehr gering ist im Vergleich zu der in den beiden Körpern 
vorhandenen. Eine ähnliche Anwendung würde die 22ste Pro- 
position ergänzen, wenn die beiden Belegungen der Glasplatte mit 
den bezüglichen körperlichen Leitern durch irgend welche metallische 
Drähte verbunden gedacht werden. 
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nahe mit einander verknüpft sein müssen; dessen ungeachtet 
sind hier offenbar besondere Schwierigkeiten zu überwinden, 
weil man die Körper als aus einer Unmasse von isolirten, 
auf einander wirkenden Theilcfaen bestehend betrachten muss, 
und in der That bis zu den letzten vier oder fünf Jahren 
ist kein erfolgreicher Versuch, sie zu überwinden, veröffent- 
licht worden. Juber eine weitere Ausdehnung der Herr- 
schaft der Analysis brachte uns wiederum Herr Poisson^ dem 
wir bereits drei Abhandlungen über den Magnetismus ver- 
danken: die beiden ersten enthalten die allgemeinen Glei- 
chungen, von welchen der magnetische Zustand eines Körpers, 
welche Form derselbe auch haben mag, abhängt, sowie die 
vollständige Lösung für den Fall einer hohlen sphärischen 
Schale gleichmässiger Dicke, auf welche äussere Kräfte wirken, 
sowie für den Fall eines vollen Ellipsoides, das dem Einfluss 
der Erde ausgesetzt wird. Auf Grund der Annahme, dass 
magnetische Veränderungen Zeit erfordern, wenn auch eine 
noch so kurze, ist nachgewiesen worden, dass Arago'^ Ent- 
deckung der in Kupfer, Holz, Glas u. s. w. durch Rotation 
entwickelten magnetischen Wirkungen erklärt werden können. 
Auf Grund dieser Hypothese hat Poisson seine dritte Abhand- 
lang geschrieben und Formeln entwickelt, die sich auf Magne- 
tismus in einem Zustande der Bewegung beziehen. Ob nun die 
Hypothese geeignet ist, die merkwürdigen von Ar ago beob- 
achteten Erscheinungen zu erklären, oder nicht, das zu ent- 
scheiden steht mir nicht zu; aber sicherlich reicht sie hin, 
um die bei rascher Rotation eiserner Körper auftretenden Er- 
scheinungen herzuleiten. 

Wir haben flüchtig Alles besprochen, was nach meinem 
Wissen bisher über mathematische Theorieen der Elektricität 
geschrieben worden ist; und obwohl in den erwähnten Werken 
manche durch Eleganz hervorragende Kunstgriffe angewandt 
worden sind, so ist es leicht zu bemerken, dass dieselben 
auf bestimmte Einzelfälle sich beziehen, und dass eine all- 
gemeine Methode, die in jedem Falle angewandt werden kann, 
noch fehlt. In der That [VII] hat Herr Poisson im Anfange 
seiner Abhandlung (M^m. de l'Institut, 1811) beiläufig ein 
Verfahren mitgetheilt, die Vertheilung der Elektricität auf 
der Oberfläche eines Sphäroides von irgend welcher Form zu 
bestimmen, welches ein jeder in ähnlichen Untersuchungen Be- 
wanderte sofort als eine in unseren »einleitenden Bemerkungen« 
angeführte Methode, welche die Auflösung der Gleichung [a] 
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erfordert, erkennen wird. Anstatt indessen, wie wir thnn, 
yorausznsetzen , der Punkt p müsse sich auf der Oberfläche 
befinden, damit die Gleichung bestehen könne, hat Herr 
Poisson^ sich stützend auf eine Thatsache, die damals nur 
auf Grand von Versuchen behauptet worden war, angenommen, 
die Gleichung habe Geltung für jegliche Lage des Punktes 
innerhalb des Sphäroides; aber selbst mit der letzteren Ein- 
schränkung ist die Methode demselben Einwand wie vorhin 
ausgesetzt. 

Von dem Wunsche ausgehend, eine Kraft von solch all- 
gemeiner Wirksamkeit, wie die Elektricität, so weit als mög- 
lich der Rechnung zu unterwerfen, und geleitet von der Ueber- 
legung, dass die Lösung manch schwieriger Probleme grossen 
Vortheil gewähren könne, wenn man davon befreit wird, speciell 
die Kräfte zu untersuchen, die in irgend einem System von 
Körpern wirksam werden, indem man seine Aufmerksamkeit 
bloss auf die besonderen Functionen richtet, von deren 
Differentialquotienten sie sämmtlich abhängen, — fing ich an 
zu untersuchen, ob sich nicht einige allgemeine Beziehungen 
entdecken Hessen zwischen dieser Function und den dieselbe 
hervorrufenden, in den Körpern enthaltenen Elektricitätsmengen. 
Die Vortheile, die Laplace^ im dritten Buche seiner M^canique 
Celeste, durch den Gebrauch einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gewonnen hat, sind so offenkundig, dass sie keinem 
entgehen werden, der sich mit dem vorliegenden Gegenstande 
beschäftigt, und sie schienen mir auch für den Zweck, den 
ich im Auge hatte, dienlich. Nach einigen Versuchen besann 
ich mich darauf, dass frühere Untersuchungen über partielle 
Differentialgleichungen mir die Nothwendigkeit gelehrt hatten, 
die singulären Werthe der Functionen, wie ich sie in dieser 
Abhandlung genannt habe, zu beachten; ich fand, indem 
ich die letztere Betrachtungsweise mit der vorigen verband, 
dass die dabei sich ergebende Methode mit grossem Vortheile 
auf die Theorie der Elektricität angewandt werden könne, 
und so war ich in kurzem in der Lage, die allgemeinen, 
im vorbereitenden Theile dieser Abhandlung enthaltenen For- 
meln zu beweisen. Der übrige Theil muss hauptsächlich als 
eine Sammlung von besonderen Beispielen für den Gebrauch 
der allgemeinen Formeln betrachtet werden; ihre Zahl hätte 
sehr leicht beträchtlich vermehrt werden können, indess werden 
die mitgetheilten hoffentlich genügen, den Mathematikern zu 
zeigen, wie sie die allgemeinen Resultate auf jeden beliebigen 
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Fall, der untersucbt werden soll, anwenden können. Die 
Voraussetzungen der gangbaren Theorie des Magnetismus sind 
durchaus nicht so wohl begründet als die Thatsachen, auf 
welchen die elektrische Theorie beruht; übrigens kommt es 
nicht bloss darauf an, dass wir dieselben der Rechnung 
unterziehen können, denn der einzige Weg, der uns in Unter- 
suchungen dieser Art, die sich unserer Erkenntniss so sehr 
verbergen, offen steht, besteht darin, dass wir eine möglichst 
wahrscheinliche Hypothese aufstellen, die Consequenzen aus 
derselben scharf ziehen und prüfen, ob diese Folgerungen 
auch quantitativ mit genauen Versuchen übereinstimmen. 

Die Anwendung der Analysis auf physikalische Disciplinen 
birgt den doppelten Gewinn, erstlich die ausserordentliche 
Macht dieses wunderbaren Gedankenwerkzeugs zu offenbaren, 
dann aber zugleich diese Macht zu vergrössern; zahllos sind 
die Fälle, die solches bekräftigen. Um nur ein Beispiel an- 
zuführen, hat Fourier bei seinen Untersuchungen über die 
Wärme nicht bloss die allgemeinen Gleichungen entdeckt, von 
welchen ihre Bewegung abhängt, sondern er ist in gleicher 
Weise zu neuen analytischen Formeln geführt worden, mit 
deren Hülfe die Herrn Cauchy und Poisson im Stande waren, 
eine vollständige Theorie der Wellenbewegung in einem un- 
endlich [VIII] ausgedehnten Fluidum zu geben. Eben dieselben 
Formeln setzen uns in den Stand, noch manch andere inter- 
essante Probleme zu lösen, die zu zahlreich sind, als dass wir 
sie hier darthun könnten. Gewiss muss es als freudiger 
Ausblick für den Analytiker gelten, wenn zu einer Zeit, wo 
die Astronomie bei einem Zustande hoher, erreichter Voll- 
kommenheit nur wenig Raum für weitere Anwendungen dieser 
Art giebt, die übrigen physikalischen Wissenschaften solches 
täglich mehr und mehr thun, und wenn unter Anderem die 
Theorie, dergemäss das Licht auf Schwingungen eines licht- 
übertragenden Fluidums (luminiferous fluid) zurückzuführen ist, 
eine Theorie, welche der berühmte Thomas Young so sehr 
wahrscheinlich gemacht hat, ein nutzvolles Object der Unter- 
suchung erschliesst, indem von Neuem sich Gelegenheit dar- 
bietet, die allgemeine Theorie der Bewegung der Flüssigkeiten 
anzuwenden. Die Zahl solcher Fälle kann kaum zu gross sein, 
wie alle Kenner dieser Fragen zugeben werden, und obwohl 
wir längst im Besitz der allgemeinen Gleichungen sind, die 
diese Art von Bewegung darstellen, so kennen wir doch noch 
zu wenig die verschiedenen Einschränkungen (limitations), die 
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wir einführen müssen, um sie den verschiedenen physikalischen 
Umständen anzupassen. 

Möchte die vorliegende Abhandlung die Anwendung der 
Analysis auf einen der interessantesten Zweige der physika- 
lischen Wissenschaften erleichtern helfen, dann würde der 
Verfasser sich reichlich belohnt sehen für die Mühe, die sie 
ihm gekostet hat; und hoffentlich wird die Schwierigkeit des 
Gegenstandes die Mathematiker zur Nachsicht stimmen, be- 
sonders wenn sie bedenken, dass die Arbeit von einem jungen 
Manne verfasst ist, der seine Kenntnisse mit grossen Unter- 
brechungen und mit besonderen Anstrengungen sich hat erringen 
müssen, da seine übrigen unerlässlichen Berufsgeschäfte ihm 
zur Ausbildung seines Geistes wenig Gelegenheit darboten. 



Einleitende Bemerkungen. 

[1] Gegenstand dieser Abhandlung ist der Versuch, die 
Gleichgewichtserscheinungen der elektrischen und magnetischen 
Fltlssigkeiten der mathematischen Analysis zu unterziehen und 
einige allgemeine Sätze zu entwickeln, die sich in gleicher 
Weise auf vollkommene wie auf unvollkommene Leiter be- 
ziehen; vorher aber soll, vor einer jeden Rechnung, der allge- 
meine Gedanke der Methode entwickelt werden, die uns zu 
Resultaten geftihrt hat, welche sowohl durch ihre Einfachheit als 
auch ihre Allgemeinheit bemerkenswerth sind und die nur sehr 
schwer, wenn überhaupt, auf gewöhnlichem Wege zu erlangen 
gewesen wären. 

Es ist wohl bekannt, dass fast alle in der Natur vorkom- 
menden anziehenden und abstossenden Kräfte so geartet sind, 
dass die auf einen materiellen Punkt /? in einer gewissen Rich- 
tung wirksame Kraft, die von einem System von Körpern S 
herrührt, durch einen partiellen Diflferentialquotienten einer 
gewissen Function der Coordinaten, welche die Lage des 
Punktes im Räume darstellen, ausgedrückt werden kann. Die 
Betrachtung dieser Function ist in vielen Untersuchungen von 
grosser Bedeutung, und vielleicht giebt es kein Gebiet, in wel- 
chem der Nutzen grösser wäre als in demjenigen, dem wir 
jetzt unsere Aufmerksamkeit zuwenden wollen. Im Folgenden 
werden wir oft Gelegenheit haben, von dieser Function zu 
sprechen, und deshalb möchte ich sie der Kürze wegen die 
vom System S abhängige Potential function nennen. 3) Es 
sei p ein positiv elektrisches Theilchen, welches Kräften aus- 
gesetzt ist, die von einem elektrisirten Körper stammen, so 
wird die fragliche Function bekanntlich erhalten, indem man 
die in jedem Körperelement vorhandene Elektricitätsmenge 
durch seine Entfernung vom Punkte p dividirt und die Ge- 
sammtsumme dieser Quotienten über den ganzen Körper bildet, 
wobei indess negativ elektrische Theilchen auch negativ in die 
Summe eingeführt werden. 
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Indem wir die Beziehungen zwischen der Dichtigkeit der 
Elektricität in einem gewissen System und den von letzterem 
abhängigen Potentialfunctionen betrachten, sind wir in den 
Stand gesetzt, einige elektrische Erscheinungen der Rechnung 
zu unterziehen, die bisher den Versuchen der Analytiker 
widerstanden; die Allgemeinheit dieser Betrachtung muss noth- 
wendigerweise [2] eine grosse Allgemeinheit der Resultate 
bedingen, und solches findet thatsächlich statt. Die Besonder- 
heit bezieht sich gerade auf die Analysis selbst, deren Art 
und Nutzen am besten aus Folgendem hervorleuchten wird. 

Gesetzt, es solle das Gesetz der Vertheilung der Elek- 
tricität auf einer geschlossenen Fläche A ohne Dicke, die 
unter dem Einfluss irgend welcher elektrischer Kräfte stehe, 
bestimmt werden: die Kräfte seien, der Einfachheit wegen, 
auf drei reducirt, X, Y und Z in Richtung der rechtwinkligen 
Coordinaten und mit der Tendenz, dieselben zu vergrössern. 
Ferner stelle q die Dichtigkeit der Elektricität auf einem 
Oberflächenelemente do vor, und r sei die Entfernung zwischen 
da und jo, einem anderen Punkte der Oberfläche, alsdann 
wird die Gleichung zur Bestimmung von q nach der gewöhn- 
lichen Methode, wenn das Problem auf die einfachste Form 
gebracht worden ist, bekanntlich folgende sein: 



const 



a =yi^ —J[Xdx + Ydy + Zdz) (a). 



wo das erste Integral in Bezug auf da sich fiber die ganze 
Oberfläche A erstreckt, und wo das zweite die Function dar- 
stellt, deren vollständiges Differential gleich Xdx-^Ydy-^Zdz 
ist, wo x^ y^ z die Coordinaten von p sind. 

Diese Gleichung soll bestehen, wo auch der Punkt p sich 
befinde, wenn er nur auf A liegt. Allein wir haben keine 
allgemeine Theorie,' die sich auf Gleichungen dieser Art bezieht, 
und selbst wenn wir eine solche lösen können, so geschieht 
das wegen gewisser besonderer Eigenheiten des Problemes, 
die die Lösung besonders einfach gestalten, und solches gilt 
mehr als ein Zufall, und nicht als regelrechtes wissenschaft- 
liches Vorgehen. 

Jetzt wollen wir einen flüchtigen Blick werfen auf die 
Methode, die an die Stelle der vorerwähnten zu setzen beab- 
sichtigt wird. 
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Es sei B = j[Xdx -\-Ydy -{- Zdz]^ wo auch der 

Punkt p sich befinden mag, V == j— — , wenn p irgendwo 

innerhalb der Fläche -4, und V = / — - , wenn p ausser- 
halb derselben liegt: die beiden Grössen V und V sind 
zwar durch dasselbe bestimmte Integral dargestellt, sind aber 
doch wesentlich verschiedene Functionen von x^ y und «, den 
Coordinaten von p\ diese Functionen haben bekanntlich die 
Eigenschaft, den partiellen Differentialgleichungen 

d'^V . d-^V , dW 
= 

dx^ ^ dy^ ^ dz^ ' 

r._d'^V' d^V' d^V 
dx^ '^ dy'^ "•■ dz'^ 

zu genügen. Wenn wir nun von diesen Gleichungen aus die 
Werthe von V und V erhalten, so können wir auch sofort 
durch Differentiation den gesuchten Werth von q finden, wie 
nachstehend gezeigt wird. 

Wollen wir zunächst die Function V betrachten, deren 
Werth auf der Oberfläche A durch die Gleichung (a) gegeben 
ist, so können wir schreiben 

a= V—B, 

wo die horizontalen Striche andeuten sollen, dass die Werthe 
sich auf die Oberfläche A beziehen. Da aber das allge- 
meine Integral der partiellen Differentialgleichung zwei willkür- 
liche Functionen enthalten muss, so sind noch einige andere 
Bedingungen zur vollständigen Bestimmung von V erforder- 

/o do 
- — , so kann offenbar kein Diffe- 

rential/ in aomoolbon unendlich werden, wenn p irgendwo 
innerhalb der Fläche A liegt, und es ist wichtig zu bemerken, 
dass das gerade die geforderte Bedingung ist: denn, wie 
später gezeigt werden soll, ist, sobald jene Bedingung erfüllt 
ist, ganz allgemein 

V=—f{Q)da^V; 
das Integral über die ganze Fläche ausgedehnt, während (q) eine 
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Grösse ist, die von den gegenseitigen Lagen von p und do 
abhängt. 

Die ganze Schwierigkeit reducirt sich also darauf, eine 
Function V zu finden, die der partiellen Differentialgleichung 
gentigt, die ferner an der Oberfläche den bekannten Werth 
von V annimmt, und die überdies so beschaffen ist, dass 
ihre Ableitungen niemals unendlich werden, so lange p inner- 
halb A liegt. 

Um in ähnlicher Weise V zu finden, werden wir V'^ den 
Werth auf -4, durch die Gleichung (a) erhalten, so dass 
offenbar 

a= V'—B, 
mithin 

Ueberdies leuchtet ein, dass kein Differentialquotient von 

V' = I - — unendlich werden kann, wenn p ausserhalb A 

sich befindet, und dass, wenn p unendlich weit ist, V gleich 
Null wird. Diese beiden Bedingungen, verbunden mit der 
partiellen Differentialgleichung für K', sind hinreichend zur 

vollständigen Bestimmung von F', wenn dessen Werth F' an 
der Oberfläche A bekannt ist, denn es wird nachstehend be- 
wiesen werden, dass, wenn die Bedingungen erfüllt sind, wir 



V'=—J[q)döV' 



erhalten werden, wo, wie vorhin, das Integral über die ganze 
Oberfläche erstreckt wird, und wo (q) eine von der gegen- 
seitigen Lage von da und p abhängige Grösse ist. 

Es erübrigt also nur, eine Function V zu finden, die der 

partiellen Differentialgleichung genügt, die gleich V wird, 
wenn p auf der Fläche -4, die verschwindet, wenn jt? unendlich 
weit von A entfernt liegt, und die ausserdem so beschaffen 
ist, dass kein Differentialquotient unendlich gross wird, wenn 
der Punkt p ausserhalb A sich befindet. 

Wer mit der Handhabung der Analysis vertraut ist, wird 
sofort durchschauen, dass das soeben gekennzeichnete Pro- 
blem weit weniger Schwierigkeiten darbietet, als die directe 
Lösung der Gleichung (a), und dass mithin auch die Lösung 
der ursprünglich gestellten Aufgabe durch das Vorstehende 
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bedeuteDd erleichtert worden ist. Die specielle Betrachtung 
in Hinsicht auf die Differentialquotienten von V und F', in 
welcher die Allgemeinheit des Integrales der Differential- 
gleichung eingeschränkt wird, so dass sie thatsächlich nur 
eine willkürliche Function enthalten kann, statt zweier, die 
sie sonst haben mttsste, diese Art der Betrachtung, die uns 
in den Stand gesetzt hat, die fragliche Vereinfachung eintreten 
zu lassen, dürfte der Aufmerksamkeit der Analytiker wohl 
werth sein und auch bei anderen Untersuchungen in Anwendung 
kommen, bei denen Gleichungen dieser Art aufgestellt werden. 

Wir wollen jetzt eine kurze üebersicht über den Inhalt 
der vorliegenden Abhandlung geben. Die ersten sieben Artikel 
bringen die Beweise einiger sehr allgemeiner Beziehungen zwi- 
schen der Dichtigkeit der Elektricität auf Flächen sowie in 
festen Körpern und den entsprechenden Potentialfunctionen. 
Sie dienen als Grundlage für die alsdann folgenden Anwen- 
dungen. [4] Da es schwierig ist, von diesem Abschnitt eine 
Vorstellung zu geben ohne Anwendung analytischer Symbole, 
so wollen wir uns auf die Bemerkung beschränken, dass in 
demselben eine grosse Zahl einfacher Gleichungen von grosser 
Allgemeinheit und Einfachheit gebracht wird, die auf ver- 
schiedenen Gebieten der elektrischen Theorieen Anwendung 
finden können, — auch über die in den folgenden Seiten 
betrachteten hinaus. 

In dem achten Artikel haben wir die allgemeinen Ausdrücke 
der elektrischen Dichtigkeit auf der inneren und auf der 
äusseren Belegung einer isolirten Leydener Flasche hergeleitet, 
wobei, der grösseren Allgemeinheit wegen, diese Belegungen 
verbunden gedacht werden mit getrennten und irgendwie ge- 
ladenen Oonductoren; wir haben bewiesen, dass für ein und 
dieselbe Fksche die Dichtigkeiten nur von der Differenz der 
beiden constanten Grössen abhängen, die die Werthe der 
Potentialfunctionen innerhalb der Oonductoren ausdrücken. 
Späterhin sind aus diesen allgemeinen Ausdrücken folgende 
Schlüsse gezogen worden: 

Wenn wir in einer isolirt aufgestellten Leydener Flasche nur 
die auf beiden Seiten des Glases angesammelten Elektricitäten 
betrachten, so ist die gesammte auf der inneren Belegung vor- 
handene Elektricitätsmenge genau gleich der auf der äusseren 
Belegung, nur von entgegengesetztem Zeichen, ungeachtet der 
grossen Menge auf einer jeden von ihnen : so dass, wenn beide 
Belegungen mit einander verbunden würden, die Summe der 
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Elektiicitätsmengen auf beiden Leitertheilen nach der Entladung 
genan gleich ist den Mengen, die vor derselben auf den von 
der Glasfläche entfernten Theilen der Belegungen vorhanden 
waren, und die die einzigen sind, die auf das Elektrometer 
einwirken. ' 

Wenn eine Leydener Flasche mittelst eines langen dünnen 
Drahtes mit einem sphärischen Conductor verbunden und in 
gewöhnlicher Wdse geladen wird, so verhält sich die Dichtig- 
keit der Elektricität an irgend einem Punkte der inneren 
Belegung zu der Dichtigkeit auf dem Conductor, wie der 
Radius des sphärischen Conductors zur Dicke des Glases an 
dem betrachteten Punkte. 

Die elektrische Gesammtladung einer Anzahl gleicher 
Flaschen, deren eine mit dem ersten Conductor verbunden 
ist, während die übrigen cascadenförmig ^) geordnet sind, ist 
genau gleich der Ladung, die eine einzige Flasche, die mit 
dem Conductor verbunden ist, aufnähme, wenn die äussere 
Belegung abgeleitet würde. Diese Ladungsmethode darf daher 
nicht angewandt werden, wenn eine starke Ansammlung von 
Elektricität gefordert wird. 

Herr Poisson hat in seiner ersten Abhandlung über den 
Magnetismus (M^m. de TAcad. des Sciences, 1821 et 1822) 
gezeigt, dass ein elektrischer Körper im Innern einer hohlen 
leitenden Kugelsohale von gleichförmiger Dicke nicht im gering- 
sten von einem ausserhalb der Schale befindlichen Körper beein- 
flusst wird, mag derselbe auch noch so stark geladen sein. In 
dem neunten Artikel unserer Abhandlung wird die allgemeine 
Gültigkeit dieses Satzes bewiesen für jedwede Gestalt und 
Dicke des leitenden Hohlkörpers. 

In dem zehnten Artikel findet man einige einfache Glei- 
chungen, mittelst welcher die Dichtigkeit der Elektricität, die 
auf einer irgend welchen elektrischen Kräften ausgesetzten 
Kugelfläche indacirt wird, unmittelbar sich ergiebt; und von 
hier aus erhält man den allgemeinen Ausdruck der Potential- 
function für irgend einen inneren oder äusseren Punkt aus 
dem willkürlich auf der Oberfläche selbst angenommenen 
Werthe mittelst eines bestimmten Integrales. Weiterhin 
wird das Yerhältniss betrachtet, in welchem die Elektricität 
sich zwischen zwei mit einander durch einen dünnen Draht 
verbundenen Kugeln von verschiedenen Durchmessern theilt; 
es wird nachgewiesen, dass, wenn der Radius irgend einer 
der Engeln klein ist im Vergleich zum Abstände der 
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Oberflächen, das Product aus der mittleren Dichtigkeit auf jeder 
der beiden Kugeln in ihren [5] Radius und in die kürzeste 
Entfernung ihrer Oberfläche vom Mittelpunkte der anderen 
Kugel für beide Kugeln denselben Werth erhält. Daraus 
folgt, dass bei sehr grosser Distanz die Dichtigl^eiten sich 
umgekehrt wie die Radien verhalten. 

Wird eine leitende Schale geladen, so begiebt sich die 
gesammte Flüssigkeitsmenge auf die äussere Fläche, und 
es bleibt nichts im Inneren zurück, wie solches sofort aus 
dem vierten und fünften Artikel folgt. Beim bezüglichen 
Versuche aber muss die Schale eine kleine Oeflhung haben: 
daher ist es von einigem Interesse die hierdurch bedingte 
Aenderung zu untersuchen. In diesem Sinne schliessen wir 
den bezüglichen Abschnitt mit der Ermittelung des Gesetzes, 
nach welchem die Yertheilung der Elektricität auf einer dünnen 
leitenden, mit einer kleinen Oeflhung versehenen Kugelschale 
geschieht, und wir haben gefunden, dass die Dichtigkeit auf der 
äusseren Fläche sehr nahe constant ist, mit Ausnahme der 
unmittelbaren Nachbarschaft der Oefl'nung; die Dichtigkeit in 
einem Punkte p der Innenfläche verhält sich zu der in einem 
äusseren Punkte der Fläche wie das Product aus dem Durch- 
messer eines Kreises in den Cubus des Radius der Oeflhung' 
zum Product aus dem dreifachen Umfang jenes Kreises in 
den Cubus der Entfernung des Punktes p vom Centrum der 
Oeflhung; immer ausgenommen den Fall, wo die beiden Punkte 
sich in der unmittelbaren Nachbarschaft befinden. Wenn also 
der Durchmesser der Kugel zwölf Zoll beträgt, während die 
Oeflhung einen Zoll Durchmesser hat, so wird die Dichtigkeit 
auf einem inneren, der Oeflhung gegenüberliegenden Punkte, 
weniger als den einhundert und dreissigtausendsten Theil der 
Constanten Dichtigkeit der äusseren Fläche betragen. 

In dem elften Artikel werden einige Wirkungen der 
atmosphärischen Elektricität betrachtet; doch lege ich kein 
Gewicht auf diesen Gegenstand, weil die gi-osse Veränderlich- 
keit der wirkenden Ursachen und die Unmöglichkeit, dieselben 
zu messen, allen Bestimmungen eine gewisse Unbestimmtheit 
verleihen. 

Ist die Gestalt eines leitenden Körpers gegeben, so ist im 
Allgemeinen das Problem, die Dichtigkeit an der Oberfläche 
desselben zu bestimmen, sehr schwierig: doch lassen sich viele, 
äusserst mannigfaltige Gestalten angeben, deren Oberflächen- 
dichtigkeiten durch einfache Rechnung völlig genau angebbar 
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sind: die Art, wie solches ausgeführt werden kann, bringt der 
zwölfte Artikel, und es werden zwei Beispiele durchgeführt. 
Schliesslich wird auch ein längliches Sphäroid behandelt, und 
die Dichtigkeit der Eiektricität auf demselben mit der längst 
bekannten, nach anderen Methoden hergeleiteten in Ueberein- 
stimmnng gefunden. 

Bis hierher sind nur gute Leiter besprochen worden. 
Um eine Anwendung auf anders geartete Körper zu geben, 
haben wir im dreizehnten Artikel angenommen, dieselben 
seien mit einer Coercitivkraft ß versehen, die der Reibung 
analog auftritt, so dass, wenn eine elektrische Kraft kleiner 
als ß auftritt, der elektrische Zustand des betreffenden Ele- 
mentes sich nicht ändert, während solches sofort geschieht, 
sobald der Werth ß übertroffen wird. Wir nehmen ferner an, 
ein Rotationskörper drehe sich um seine Axe, während er 
einer constanten elektrischen Kraft f in parallelen Richtungen 
ausgesetzt ist, und wir bestimmen den bleibenden elektrischen 
Zustand, in welchen der Körper schliesslich geräth. Das 
Resultat ist, dass in Folge der Coercitivkraft ß der Körper 
eine neue Polarität erhält gleich der, die in ihm inducirt würde, 
wenn er vollkommen leitend wäre und eine constant auf- 
tretende Kraft ß in dem Aequator des Körpers parallelen 
Richtungen auf ihn wirkte, und wenn diese Richtungen einen 
Winkel von 90° + ;/ mit einer Ebene bilden, welche durch 
die Axe des Rotationskörpers und die Richtung der Kraft 
f gelegt ist: hierbei wird f in zwei Componenten zerlegt, 
deren eine in die Richtung der Axe fällt, während die andere 
[6] b nach dem Durchschnitt des Aequators mit der soeben 
erwähnten Ebene gerichtet ist: y endlich wird bestimmt durch 

die Gleichung: sin y = ^. 

In dem letzten Theil des soeben besprochenen Artikels 
wird dasselbe Problem allgemeiner angefasst und eine andere 
Analyse angewandt: des Körpers Verhalten vom Anfangs- 
stadium bis zum Beharrungsstande wird hier erörtert, und in 
einem Beispiele wird die grosse Geschwindigkeit dieses Pro- 
cesses dargethan. 

Die bei der Rotation von Eisenkörpern unter dem Einfluss 
des Erdmagnetismus sich darbietenden Erscheinungen haben 
kürzlich das Interesse der Naturforscher in Anspruch genom- 
men; wir sind dadurch veranlasst worden, ein wenig bei der 
Lösung dieses Problemes zu verweilen, und wir wollen andeuten, 

0stwald*s Klassiker. 61. 2 
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was in diesen Fällen statt hat. In der That, wenn es in 
der Natnr Sahstanzen gehen sollte, deren magnetische Kräfte, 
wie hei Eisen and Nickel, eine kräftige Entfaltang znlassen, 
and in denen zadem die Goercitivkraft, wie wir hier ange- 
nommen hahen, in allen ihren Theilen dieselhe hleibt, dann 
differiren die Resaltate nnserer Theorie kanm von dem, was 
in solchen Sahstanzen heohachtet worden ist, nar darf keine 
ihrer Dimensionen im Vergleich zn einer anderen sehr klein 
sein. Die Annahme einer constanten Goercitivkraft war in 
diesem Artikel angenommen, am die Rechnung za vereinfachen : 
wahrscheinlich ist das kein exactes Natargesetz, denn ein sehr 
harter Stahlstab kann dnrch Erdmagnetismus einen beträcht- 
lichen Grad von indacirtem Magnetismus annehmen (wie, wenn 
ich nicht irre , Herr Barlow gezeigt hat) ; das scheint an- 
zudeuten, dass, obgleich die Goercitivkraft einiger Theile des 
Körpers sehr gross ist, doch andere mit einer so geringen 
ausgestattet sind, dass sie der schwachen Wirkung der Erde 
nicht widerstehen können. Nichtsdestoweniger scheint unsere 
Theorie für eiserne, um ihre Rotationsaxe gedrehte Körper 
keine starke Abweichung von der Beobachtang zu ergeben; 
besonders scheint der Werth des Winkels y dem Experimente 
zugänglich zu sein, sobald die Gomponente b der Kraft f 
hinreichend klein ist. 

Die letzten Artikel behandeln die Theorie des Magnetis- 
mus. Diese Theorie ist auf einer Hypothese über die Gon- 
stitution magnetischer Körper aufgebaut, die zuerst von Coulomb 
und später von den Naturforschern allgemein angenommen 
wurde. In derselben werden die Körper als aus einer unend- 
lichen Anzahl leitender Elementartheilchen bestehend voraus- 
gesetzt, die durch absolut für magnetische Flüssigkeit undurch- 
dringliche Zwischenräume von einander getrennt sind; auf Grund 
der im ersten Theil dieser Abhandlung erhaltenen allgemeinen 
Resultate stellen wir die zur Bestimmung des in einem Körper 
von beliebiger Form durch äussere magnetische Kräfte indu- 
cirten magnetischen Zustandes erforderlichen Gleichungen auf. 
Dieselben stimmen mit den von Herrn Poisson (M^m. de 
TAcad. des Sciences, 1821 et 1822)^) nach einer ganz anderen 
Methode aufgestellten überein. 

Für eine hohle sphärische Schale constanter Dicke ist 
die von Laplace (M^c. Göl. Liv. 3) eingeführte Analyse an- 
wendbar, und das Problem kann vollständig gelöst werden, 
welche Lage auch immer die Gentren der magnetischen Kräfte 
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haben mögen. Nach Mittheilung der allgemeinen Lösung haben 
wir den Halbmesser der Schale unendlich gross werden lassen 
bei unveränderter Dicke, und erhielten die Formeln für 
eine unendlich grosse Platte von constanter Dicke. Es folgt 
aus denselben, dass, wenn der Punkt p und die Centren der 
magnetischen Kräfte auf entgegengesetzten Seiten einer sehr 
grossen Platte von weichem Eisen sich befinden, die Totalkraft 
in p dieselbe Richtung hat wie die Resultante [7] aller Kräfte, 
welche in den Punkten p^ p'^ /?", p'" etc. in infin. ohne 
Zwischenplatte auftreten würden, und dass sie gleich dem Product 
aus dieser Resultante in eine sehr kleine constante Grösse ist : 
die Punkte p^ p\ p\ p"' etc. sollen dabei in einer Geraden 
liegen, die senkrecht steht zu den ebenen Flächen der Platte, 
und zwar in solchen Abständen, dass die Distanz zwischen 
zwei auf einander folgenden Punkten doppelt so gross ist, als 
die Plattendicke. 

Alles dieses ist merklich correct, wenn die Entfernungen 
zwischen p und den magnetischen Centren nicht sehr gross 
sind im Vergleich zur Plattendicke, denn sind sie sehr gross, 
80 bewirkt das Einschieben der Platte keine merkliche Ver- 
änderung der den Punkt p bewegenden Kraft. 

Wenn ein länglicher Körper, wie z. B. ein Stahldraht, unter 
dem Einfluss kräftiger Magnete einen stärkeren Magnetismus 
erhalten hat, als er allein für sich dauernd behalten kann, und 
alsdann sich selbst überlassen wird, so sagt man, er sei bis zur 
Sättigung magnetisirt. Betrachten wir jetzt bei diesem Zustande 
irgend eines seiner leitenden Elemente, so wird die Kraft, mit 
welcher ein magnetisches, in dem Element befindliches Theilchen 
sich zu bewegen strebt, offenbar genau gleich der Coercitiv- 
kraft f und mit dieser im Gleichgewicht sein. Nehmen wir 
nun an, diese Kraft wäre für alle Elemente gleich gross, 
so ist offenbar der magnetische Zustand bei der Sättigung, 
im Hinblick auf die längliche Form des Körpers, genau der- 
selbe, als wäre er durch die Wirkung einer constanten Kraft 
inducirt, welchiö gleich /, und deren Richtung, der Axe parallel 
sein würde, wenn alle Elemente vollkommene Leiter wären; 
folglich kann sie durch die allgemeine Theorie bestimmt werden. 
Die grosse Zahl und die Genauigkeit der Versuche Coulomb^ 
über cylindrisch gesättigt magnetisirte Drähte würde eine sehr 
erwünschte Anwendung der Theorie in diesem besonderen Falle 
ergeben. Solches haben wir im letzten Artikel ausgeführt, 
und die Resultate sind in hohem Grade befriedigend. 

2* 
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(General preliminary results.) 

(1.) Die Function^ welche aus der Summe aller auf einen 
gegebenen Punkt wirkenden elektrischen Theilchen, ein jedes 
dividirt durch seine Entfernung von dem Punkte, gebildet ist, 
hat die Eigenschaft, in einer sehr einfachen Form die von 
der ganzen elektrischen Masse herrührenden KVäfte zu liefern, 
die auf den Punkt wirken. — Wir wollen in Folgendem ver- 
suchen, einige Beziehungen zwischen dieser Function und der 
Dichtigkeit der Elektricität in der dieselbe erzeugenden Masse 
oder in den erzeugenden Massen aufzudecken, und wollen als- 
dann die so erhaltenen Beziehungen auf die Theorie der Elek- 
tricität anwenden. 

Zunächst betrachten wir einen Körper von beliebiger Ge- 
stalt, in welchem die Elektricität nach einem bestimmten Gesetz 
vertheilt und alsdann gebunden ist; wir nennen x\ y\ z' die 
rechtwinkeligen Coordinaten eines Theilchens dieses Körpers, 
q' die Dichtigkeit der Elektricität in demselben, so dass, wenn 
dx'dy'dz ein Volumelement darstellt, q'dx'dy'dz die in 
demselben enthaltene Elekfricitätsmenge bedeutet: es sei ferner 
r' die Entfernung dieses Theilchens von einem [8] ausserhalb 
des Körpers befindlichen Punkte p^ und V sei gleich der Summe 
aller Elektricitätstheilchen, ein jedes dividirt durch seine Ent- 
fernung vom Punkte jö, dessen Coordinaten x^y^z sein mögen, 
alsdann werden wir haben 



r' = V(a;'— 0^)2+ (/— y)2+ (^'— ;^)2, 

und 

y _C q'dx'dy'dz' , 

das Integral umfasst alle Theilchen in der elektrisirten Masse. 



'* 
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Laplace hat in seiner M6c. Celeste gezeigt^ dass die Function 
V der Gleichung 

d'^V . d'^V . d:^v 
dx"^ ^ dy^ ^ dz^ 

genügt, und da diese Gleichung im Folgenden unausgesetzt 
angewandt wird, so wollen wir dieselbe kürzer schreiben 
= (!F; das Symbol 8 wird in keinem anderen Sinne ge- 
braucht werden. 

Um zu beweisen, dass = dF" sei, haben wir bloss zu 
bemerken, dass wir unmittelbar durch Differentiiren finden, 

dass = d— sei, mithin genügt jedes Element von V für 

T 

sich der obigen Gleichung; also genügt auch das gesammte 
Integral (da es eine Summe aller dieser Elemente ist). Diese 
üeberlegung hat keine Gültigkeit, wenn p innerhalb des 
Körpers sich befindet, denn die Coefficienten einiger in V 
vorhandenen Elemente werden unendlich gross, daher ist es 
nicht nothwendig, dass V der Gleichung = dF" genüge, 
obwohl jedes Element, für sich betrachtet, solches thut.^) 

Um zu bestimmen, welchen Werth V für einen inneren 
Punkt erhält, betrachten wir eine sehr kleine Kugel mit dem 
Radius a, die den in einer Entfernung h vom Centrum gelegenen 
Punkt jo einschliesst ; a und h sind sehr kleine Grössen. Alsdann 
kann V als aus zwei Theilen bestehend betrachtet werden, deren 
einer von der kleinen Kugel herrührt, während der andere 
der gesammten übrigen Masse entspricht: der letztere Theil 
ergiebt Null, wenn man ihn statt F in d F einsetzt, wir haben 
daher nur den Werth von 8 V für die kleine Kugel zu ermitteln, 
derselbe ist bekanntlich gleich 

wo q die Dichtigkeit innerhalb der Kugel ist, also der Werth 
von q* im Punkte p. Wenn jetzt x,^ y„ Zf die Coordinaten 
des Kugelmittelpunktes sind, so ist 

h'^=[x, — xY+[y, — yY + [z,^ zY, 

mithin 

(5(2 /ra^^ — ^nJP-q) = — \7tq . 

Also ist im Innern der Masse 

= (JF + 47r(>; 
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die Gleichung = öV für einen äusseren Punkt stellt einen 

speciellen Fall der vorstehenden Gleichung dar, da hier ^= ist.') 

[9] Es sei nun q irgend eine im Punkte p , der ausserhalb 

des Körpers liege, endigende Linie, alsdann ist — \~t~ ] 

gleich der Kraft, die ein positiv elektrisches Theilchen in der 
Richtung von q zu bewegen strebt, und zwar mit der Tendenz, 
die Entfernung zu vergrössern. Dieses erhellt daraus, dass jedes 

Element von F", das wir für V in — \~T~] substituiren, 

eine Kraft abgiebt, die von eben diesem Element herrührt 
und die Entfernung zu vergrössern strebt, folglich misst 

dq 

herrührenden Kräfte, d. h. die gesammte auf p in der Rich- 
tung q wirkende Kraft. Um zu beweisen, dass solches auch 
dann noch gilt, wenn p sich innerhalb des Körpers befindet, 
theilen wir V wiederum in zwei Theile, wie vorhin, und es 
liege p an der Oberfläche der kleinen Kugel, so dass b = a\ 
alsdann wird die von dieser kleinen Kugel ausgeübte Kraft 
gleich 



— (-T~) di6 Summe aller von allen elektrischen Theilchen 



^'^«^U) 



sein, wo da das Increment des Radius a bedeutet, das dem Ele- 
ment dq von q entspricht; diese Kraft verschwindet offenbar, 
wenn a = ist : wir brauchen somit nur den Theil zu be- 
achten, der von der ausserhalb der Kugel befindlichen Masse 
herrührt, und dieser ist, wie leicht ersichtlich, gleich 

V— -— a^Q . 

Da aber die ersten Ableitungen dieser Grösse dieselben sind, 
wie die von V, sobald a verschwindend klein ist, so erhellt, 
dass sowohl, wenn p innerhalb, als wenn es ausserhalb der 
Masse liegt, die in der Richtung wirkende Kraft stets durch 

— (-T-) gegeben ist. 

Obwohl wir vorstehend nur von einem Körper ge- 
sprochen haben, so gilt die Betrachtung doch allgemein für 
ein System von beliebig vielen Körpern, sobald eine endliche 
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Elektricitätsmenge über ihre Oberflächen vertheilt ist, und wir 
werden stets für einen Pankt p im Innern irgend eines dieser 
Körper 

= (Jr+47re (1) 

haben. Ferner wird auch jetzt die Kraft, die eine in einem 
inneren oder äusseren Punkte/? endigende Linie q zu vergrössem 

strebt, = — \J\ ^®^^7 ^^ die Function F' die Summe aller 

Elektricitätstheilchen, ein jedes dividirt durch die Entfernung 
von p , bedeutet. Da diese Function, die in so einfacher Form 
die Werthe der Kraft giebt, mit welcher ein irgendwo befind- 
liches elektrisches Theilchen p angetrieben wird, sehr häufig 
im Folgenden vorkommt, so haben wir uns erlaubt dieselbe 
die Potentialfunction des Systems zu nennen; offenbar 
ist dieselbe eine Function der Ooordinaten des betrachteten 
Punktes p. 

(2.) Durch Versuche ist längst erwiesen, dass, wenn die 
Elektricität auf einem beliebigen System guter Leiter im Gleich- 
gewicht ist, die gesammte Ladung sich auf die Oberfläche der 
Körper begiebt, und dass im Innern sich nicht die geringste 
Menge befindet: doch weiss ich nicht, ob dieses jemals als 
eine nothwendige Consequenz des Satzes von der elektrischen 
Abstossung, wie er in der Natur herrscht, erkannt worden ist.^) 
Indess kann der Satz für jedes beliebige System von [10] Leitern 
bewiesen werden, und er tritt als Folgerung aus dem Vorher- 
gehenden hervor. Denn, wenn Xj y^ z die rechtwinkeligen 
Ooordinaten von p im Innern eines Körpers bedeuten , so ist 

— i"^) ^^® ^Ä^t? welche in der Richtung der x auf p wirkt 

idV\ 
und X zu vergrössern strebt. Ebenso sind — ("T") ^^^ 

— ("T") die nach y und z wirkenden Kräfte, und da die 

Elektricität im Gleichgewicht ist, so sind alle diese Kräfte 
= 0: folglich ist 

und wenn man diese Gleichung integrirt, wird 
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V = const. 

Setzt man diesen Werth von V in die Gleichung (l) des 
vorigen Artikels ein, so folgt 

woraus folgt, dass die Dichtigkeit im Innern eines Körpers 
unseres Systemes gleich Null ist. 

Dieselbe Gleichung (1) giebt den Werth g ignelektrischen 
Dichtigkeityjm Innern eines Körpers an, wenffJjnvoUkonimene/* 
Leiter TrlffluHiflin sind', wenn wir nur den Werth der Poten- 
tialfunction V im Innern anzugeben vermögen. 

(3.) Ehe wir die Beziehungen zwischen der elektrischen 
Dichtigkeit an der Oberfläche der Körper und den entsprechen- 
den Potentialfunctionen innerhalb und ausserhalb dieser Flächen 
kennzeichnen, wenn das elektrische Fluidum auf diese Flächen 
beschränkt bleibt, wollen wir zuvörderst ein allgemeines Theorem 
beweisen, das uns später von grossem Nutzen sein wird. 
Dieses Theorem lautet folgendermaassen : 

Wenn U und V zwei stetige Functionen der rechtwinke- 
ligen Ooordinaten x^y^ z bedeuten, deren Differentialquotienten 
in keinem Punkte eines beliebig gestalteten Körpers unendlich 
gross werden, so ist 

rdxdydzUöV+fdGu\^\==fdxdydzVdU+fdGv\^^ 

wo das dreifache Integral über das ganze Innere des Körpers 
und die auf do bezüglichen Integrale über die Oberfläche des 
Körpers, dessen Elemente die da sind, zu erstrecken sind: dw 
ist eine unendlich kleine Linie senkrecht zur Oberfläche, und 
zwar gemessen von dieser letzteren nach der inneren Seite 
des Körpers. 9) 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das dreifache 
Integral 

Dasselbe ist, nach der Methode der theilweisen Integration, j| 
gleich 
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+fdxdz V"~ -fdxdz V ^ 



+fdxdyV"^ fdxdyV 



dz 



-ß..,..{g^-E+-F,), 



dy' 

[11] die Accente deuten, wie gewöhnlich, die Werthe an den 
Grenzen des Integrales an, im vorliegenden Falle also an der 
Oberfläche des Körpers, über dessen Inneres das dreifache Inte- 
gral sich erstreckt. 

dydzV" —j— betrachten, 

der den grösseren Werthen von x entspricht. Da dw stets 

senkrecht zur Oberfläche des Körpers steht, so ist es klar, 

dass, wenn da" das Oberflächenelement ist, welches dydz 
entspricht, wir setzen können 

d X 

dydz = r- ' da" 

^ dw 

und mithin durch Substitution 

dir' r. n dx ^^„dU" 



fdydzV'''^-^= ^fdo" ^V" 
J ^ dx J dw 



dx 



In ähnlicher Weise wird in dem den kleineren Werthen von 
x entsprechenden Ausdrucke 



-h^'-''-^ 



dydz = 4-^ — • da' 
^ dw 

sein, und folglich 

■,du' _ r^^,dx_j^,dir 

dw dx 



-/'^'^^'-^--ß'^' 



Ferner, da die Summe der Elemente, die durch do' reprä- 
sentirt werden, zusammen mit den durch da" dargestellten die 
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gauze Körperoberfläche ausmacht, so erhalten wir durch 
Addition beider Theile 

./ \ dx dx j o dw dx ^ 

wo das auf da bezügliche Integral über die gesammte Ober- 
fläche zu erstrecken ist und dx^ das Increment von x^ dem 
Increment \^ dw entspricht. 

In völlig gleicher Weise haben wir 

«/ \ dy dy J J dw dy ' 

und 

es wird die Summe aller Doppelintegrale in dem vorhin ge- 
gebenen Ausdrucke erhalten werden durch Addition der drei 
soeben gefundenen Werthe, und wir finden 



— Cd vi-- ^_L^ dy du dz\ _ _P 
J \dx dw dy dw dz dw) J 



du 
dy dw ' dz dw) J ^" ' dw ' 

wo V und -y- die Werthe an der Oberfläche bedeuten. Also 
dw 

wird das Integral 



I dxdydzi 



dVdU dVdü dVdU\ 



dx dx dy dy dz dz I ^ 
bei Verwendung des Symboles <J (der Kürze wegen), gleich 

—fdaV^—fdxdydzVdU, 

[12] Da nun der Werth dieses Integrales bei einer Vertau- 
schung von V und U sich nicht ändert, so kann es offenbar 
auch gleich 

—fdaU^ — fdxdydzUdV 

o 

gesetzt werden. Wenn wir also diese beiden Ausdrücke ein 
und derselben Grösse einander gleich setzen, so erhalten wir, 
nach Vertauschung ihrer Zeichen, 
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Damit ist offenbar das Theorem erwiesen, welches auch die 
Form der Function sein möge.*®) 

In dem Wortlaut des Theoremes haben wir vorausgesetzt, 
die Ableitungen von U und V' seien endlich innerhalb des 
betrachteten Körpers, eine Bedingung, deren Nothwendigkeit in 
unserer Beweisführung nicht ausdrtlcklich hervorleuchtet, die aber 
aus der angewandten partiellen Integrationsmethode hervorgeht. 

um die Nothwendigkeit dieser Bedingung deutlicher ein- 
zusehen, wollen wir diejenige Modification der Formel bestim- 
men, die eintritt, wenn eine der Functionen, z. B. ü, inner- 
halb des Körpers unendlich wird; das geschehe in einem 
einzigen Puncto p': tiberdies sei, unendlich nahe bei diesem 

Punkte, ü nahezu gleich — ; wo r die Distanz zwischen p' und 

T 

dem Element dxdydz bedeutet. Wenn wir nun eine unend- 
lich kleine Kugel mit dem Radius a ximp' herum beschreiben, 
so gilt unser Theorem offenbar für den ganzen ausserhalb der 
Kugel befindlichen Körper, und daraus folgt, da innerhalb der 

Kugel (J J7 = 5 — = , dass das dreifache Integral über den 

r 

ganzen Körper erstreckt werden kann, sofern der grösste 

hierdurch entstandene Fehler von der Ordnung a^ sein wird.*^) 

Ueberdies ist der Theil von / daU-j— , der der kleinen Kugel 

»/ aw 

entspricht, nur eine unendlich kleine Grösse von der Ordnung a ; 
es erübrigt daher nur den Theil von jdoV -j — zu betrachten, 
der sich auf eben diese Fläche bezieht; derselbe wird, da 

du _ dU ^ r ^—[ ^—1 

dw dr dr r^ a^ 

ist, gleich — 4 7rF', sobald der Radius a als verschwindend 
angenommen wird. Also wird jetzt die Gleichung (2) 

JdxdydzüdV+ CdaU^ 
=fdxdydzVöU+fdaV^— ^uV .... (3); 
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wo wie vorhin die dreifachen Integrale über das Gesammt- 
volumen des Körpers und die auf da bezüglichen über dessen 
Oberfläche zu erstrecken sind, und V den Werth von V im 
Punkte p' bedeutet. 

Wenn auch die Function V so beschaffen ist, dass sie in 
einem Punkte p" innerhalb des Körpers unendlich und nahezu 

gleich -7- in der Nähe dieses Punktes wird, wie U in der Nähe 
r 

von jo' unendlich wird, so ist klar, dass wir, ähnlich wie vorhin, 

jetzt erhalten werden 

[13] fdxdydzUöV+fdaU^— ^TtU" 

=^fdxdydzVdU+fdGV^—i7tV' (3') ; 

die Integrale ebenso genommen, wie vorhin; ü" ist der Werth 
von U im Punkte p", wo V unendlich wird. Denselben Kunst- 
griff kann man stets anwenden, wie gross auch die Anzahl 
solcher Punkte sei, die zu den Functionen U und V gehört. 
Zur Abkürzung wollen wir in Folgendem solche Werthe 
einer gegebenen Function, wo ihre Differentialquotienten unend- 
lich werden, singulare Werthe nennen, und die anfänglich aufge- 
stellte Bedingung für U und V wollen wir dadurch ausdrücken, 
dass wir sagen, kein singulärer Werth komme innerhalb des 
betrachteten Körpers vor. 

(4.) Jetzt wollen wir einige Beziehungen zwischen der 
Dichtigkeit der Elektricität an der Oberfläche eines Körpers 
und den hierdurch bedingten Potentialfunctionen innerhalb 
und ausserhalb der Oberfläche ableiten. Es sei gda die 
Elektricitätsmenge auf dem Flächenelemente da und V der 
Werth der Potentialfunction für einen inneren Punkt /?, dessen 
Coordinaten x, y, z seien. Wenn alsdann V der Werth der 
Function für einen äusseren Punkt jp' ist, so haben wir 

V - r g'^^ 

wo §, Tj, ^ die Coordinaten von da sind, und 

./ V (I _ ^')2 + (^ _ y')2 + (^ _ /)2 
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die Integrale sind über die ganze Oberfläche des Körpers zu 
erstrecken. 

Auf den ersten Anblick möchte es so scheinen, als könnte 
man den Werth von V aus dem von V erhalten, indem 
man x^ y, z in x', y', z' verwandelt: indess ist das keines- 
wegs der Fall; denn der Ausdruck für die Potentialfunction 
ändert sich sprungweise beim Uebergange von der inneren zur 
äusseren Seite der Fläche. Hierzu bietet sich ein sehr einfaches 
Beispiel dar, wenn wir als Fläche eine Kugel mit dem Radius a 
wählen, deren Centrum im Anfangspunkte der Ooordinaten liegt; 
ferner sei die Dichtigkeit q constant, dann haben wir . 

V=^ inga und V = , 

also zwei wesentlich verschiedene Functionen. 

Im Allgemeinen genügen beide Functionen der Laplace- 
sehen Gleichung, mithin ist 

= dV und = ö'V': 

überdies hat keine von beiden singulare Werthe; für einen 
Punkt innerhalb des Raumes, zu welchem sie beziehungsweise 
gehören, und zwar an der Oberfläche selbst haben wir 

V= F^, 

wo die horizontalen Striche Oberflächenwerthe andeuten sollen. 
Unendlich weit von der Fläche ist 

F' = . 

[14] Wir wollen nun zeigen, dass für irgend zwei diese 
Bedingungen erfüllende Functionen es immer in unserer Macht 
steht, einen und zwar nur einen Werth von q anzugeben, zu 
dem gerade diese Functionen als Potentialfunctionen gehören. Zu 
dem Zweck beachte man, dass, wenn man die Gleichung (3) im 
dritten Artikel auf den Raum innerhalb des Körpers anwendet, 

und wenn U= - ist, dieselbe sich folgendermaassen darstellt: 



m^ =i^- 




denn U = — hat nur einen singulären Werth, nämlich in p ; 
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und wir haben auch dV = und (J— = 0, wo r die Distanz 

r 

zwischen dem Punkte p, zu welchem V gehört, und da be- 
deutet. 

Wenn wir nun eine unendlich ferne, den Körper ein- 
schliessende Fläche denken und die Formel (2) desselben 
Artikels auf den Raum zwischen der Eörperfläche und der 
vorgedachten äusseren Fläche anwenden (und bemerken, dass hier 

U= — keine singulären Werthe hat), so wird 



m-£]=f^'^ 



dw' 



denn der auf die unendlich ferne Fläche bezogene Theil kann 
vernachlässigt werden, weil dort F' = ist.^^j Jq dieser letzten 
Gleichung ist dw' offenbar von der Fläche nach aussen ge- 



messen, mithin ist 




oder = 1 — ^ / + 
^ dwf 



\dw7 ' 



durch welche Gleichung als Summe der beiden soeben ent- 
wickelten sich ergiebt: 

In genau gleicher Weise erhalten wir für einen Punkt p' 
ausserhalb der Fläche: 



/?{(S)+(^)}=— • 

Daraus folgt, dass es einen Werth von q giebt, nämlich 

der V und F' ergeben wird für die beiden Potentialfunctionen 
innerhalb und ausserhalb der Fläche. 

Nun ist aber — (^) ^^^ ^tslÜ, mit welcher ein positiv 
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elektrisches, innerhalh der Fläche unendlich nahe bei derselben 
befindliches Theilchen in der Richtnng dw senkrecht zur 

-r-T] ist die 



Ki'aft, mit welcher ein gleiches Theilchen, ausserhalb der 
Fläche auf derselben Normale wie p und gleichfalls in unend- 
licher Nähe der Fläche liegend, in der Richtung dieser Normale 
nach aussen getrieben wird : die Summe dieser Kräfte ist gleich 
dem doppelten Betrage der Kraft, die eine unendliche Ebene 
auf p ausüben würde, wenn dieselbe mit Elektricität von 
gleicher Dichte geladen wäre, und zwar von derjenigen Dichte, 
die am Fnsse der durch je? gehenden Normalen herrscht; diese 
Kraft aber ist, wie leicht zu beweisen, gleich 2 7tq, mithin ist 

also giebt es nur einen Werth von ^, der V und V zu 
entsprechenden Potentialfunctionen machen kann. 

Obwohl wir im Vorstehenden nur einen Körper betrachtet 
haben, so gilt doch dieselbe Herleitung, wie gross auch die 
Zahl der Körper sei; denn die Potentialfunctionen V und F' 
würden immer noch gegeben sein durch die Ausdrücke 

r=/i^ und v'=p-p, 

mit dem einzigen Unterschiede, dass jetzt die Integration über 
alle Körper erstreckt werden muss und die Zahl von Func- 
tionen von der Form V gleich der Anzahl von Körpern 
sein wird; für einen jeden eine. Ist in solchem Falle ein 
Werth von V für jeden Körper gegeben, sowie ein Werth 
von V in Bezug auf den äusseren Raum, und genügen diese 
Functionen den oben erwähnten Bedingungen, so kann stets 
die Dichtigkeit an der Oberfläche eines jeden Körpers be- 
stimmt werden, so dass diese Werthe als Potentialfunctionen 
sich ergeben, und ^tf^giebt/^sjimmer nur eine Dichtigkeit, die 
das erfüllt, nämlich ^^"^ 

n A _^dV .dr ... 

_ ^='^? + ^+^ (')' 

dV dV 

wo P, -j— und ^— r sich auf einen Punkt der Oberfläche 
^' dw dw' 

irgend eines dieser Körper beziehen. 
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(5.) Auf Grund der in Artikel (3) mitgetheilten Theorie 

ist es leicht zu beweisen, dass, wenn der Werth von V auf 
einer geschlossenen Fläche gegeben ist, es nur eine Function 
giebt, die der Gleichung = 5 F^ und der Bedingung, dass V 
innerhalb dieser Fläche keine singulären Werthe habe, genflgen 
kann. Denn die Gleichung (3) im 3. Artikel giebt, wenn man 
(J?7= setzt, 

J dw J dw 

In dieser Gleichung ist vorausgesetzt, dass TJ nur einen singu- 
lären Werth innerhalb der Fläche habe; nämlich im Punkte^'; 

unendlich nahe von demselben ist sie sehr nahe gleich — , wo 

T 

r die Entfernung von p' bedeutet. Haben wir nun einen 
Werth von 27, der ausserdem, dass er obigen Bedingungen 
genügt, auf der Oberfläche selbst gleich Null wird, so würden 

wir t^= haben, und vorstehende Gleichung geht über in: 



= fda V^ — \7tV' (5) , 

J dw 

woraus folgt, dass F', der Werth von V im Punkte p ^ ge- 
geben ist, wenn F, der Werth an der Oberfläche, bekannt ist. ^^) 
[16] Um uns davon zu überzeugen, dass es solch eine 
Function Z7, wie wir es vorausgesetzt haben, giebt, nehmen 
wir als Oberfläche einen mit der Erde verbundenen vollkom- 
men leitenden Conductor; es befinde sich in p' die Einheit 
positiver Elektricität concentrirt; alsdann ist die von p' und 
von der von p' auf der Oberfläche inducirten Elektricität 
herrührende Potentialfunction der geforderte Werth von Z7. 
Denn in Folge der Verbindung zwischen Conductor und Erde 
muss die Potentialfunction auf der ganzen Fläche constant 
sein und gleich dejd der Erde, mithin gleich Null (denn sie 
bilden ja nur einen Körper). Nehmen wir also diese Function 

für Z7, so haben wir offenbar = C/, = (J C^ und JJ = - 

in unendlicher Nähe von p\ Da überdies die Function keine 
anderen singulären Punkte innerhalb der Fläche aufweist, so 
besitzt sie alle vorhin geforderten Eigenschaften. 

Da wir ferner JJ' = haben für alle Punkte ausserhalb 
der Fläche, so wird die Gleichung (4) Artikel 4: 
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wo {q) die Dichtigkeit der auf der Fläche inducirten Elek- 
tricität bedeutet, die von der in p' concentrirten Einheit der 
Elektricität indncirt wird. Daher geht die Gleichung (5) dieses 
Artikels über in: 

V'^-fda[Q)V (6). 

Diese Gleichung ist wegen ihrer Einfachheit und Eigen- 
thümlichkeit bemerkenswerth; sie giebt den Werth des Poten- 

tiales für irgend einen inneren Punkt p\ sobald V an der 
Oberfläche und (q)^ die Dichtigkeit der Elektricität, die die 
Einheit der im Punkte p' concentrirten Elektricität auf der 
Oberfläche induciren würde, bekannt sind, vorausgesetzt die 
Fläche leite vollkommen und sei mit der Erde leitend ver- 
bunden. 

Nachdem wir bewiesen haben, dass der Werth V der 
Fotentialfunction V in einem innerhalb der Fläche befindlichen 

Punkte p' bekannt sei, sobald der Werth V an der Ober- 
fläche gegeben ist, wollen wir nun beweisen, dass, welches auch 

der Werth V sein mag, der aus demselben durch die soeben mit- 
getheilte Formel abgeleitete allgemeine Werth von V stets der 
Gleichung = 5 F' genüge. Denn, der Werth von V in einem 
Punkte />, dessen Coordinaten :r, y, z seien, wie er auf Grund 

obiger Formel aus dem angenommenen Werthe von V folgt, ist 

wo U die gesammte Potentialfunction innerhalb der Fläche 
ist, wie sie von der in p concentrirten Einheit der Elektricität 
sammt der durch dieselbe auf der Fläche inducirten Elektricität 

erzeugt wird. Ferner ist, da V offenbar von x, y, z unab- 
hängig ist, wie sofort einleuchtet. 

Nun hängt der allgemeine Werth von U von der Lage des 
erzeugenden Punktes p und von der eines beliebigen anderen 
p' ab, dessen Coordinaten x', y', 2' sind, auf welch letzteren 

Ostwald's Klassiker. 61. 3 
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U bezogen ist, mithin ist er von den sechs Coordinaten x^ y^ z^ 
x'^ y\ z' abhängig. Aber wir können [17] iJans zwei Theilen 

zusammengesetzt denken, nämlich dem einen, der gleich — 

T 

(wo r gleich der Distanz pp') ist, und der von der Elektricität in 
p herrührt, und dem anderen, welcher der durch die Wirkung 
von p auf der Oberfläche inducirten Elektricität zuzuschreiben 
ist, und den wir U, nennen wollen. Da ferner ü, keine sing-u- 
lären Werthe innerhalb der Fläche besitzt, so können w^ir 
seinen allgemeinen Werth durch eine der früheren ähnliche 
Formel aus dem Oberflächenwerthe ableiten. Es wird 

WO U' die gesammte Potentialfunction ist, die die Einheit der 

Elektricität inp' erzeugen würde; daher ist (-5 — j unabhängig- 

von den Coordinaten x^ y^ z (von p)^ auf welche d sich be- 
zieht. Mithin ist: 



^^8U,==fda\^^dU,. 



Wir hatten vorhin angenommen, es sei 

u^^ + u,-, 

r 

da nun ^— = ist, so folgt sogleich 

8U=6U,. 
Da ferner an der Oberfläche 

(^=ü = i + Ü,, 
r 

wo r die Distanz zwischen p und dö bedeutet, so erhalten wir 

= du, ; 

setzt man dieses in den vorhin entwickelten Werth von du, 
so wird d Z7, = und mithin = (5 C/". Da dieses Resultat 
ein allgemeines ist und auf einen beliebigen Punkt p" inner- 
halb der Fläche angewandt werden kann, so erhalten wir aus 
demselben unmittelbar: 
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= ^fc)' 



und durch Substitution in die Gleichung für öV^ 

In dem ersten Theil dieses Artikels hatten wir gefunden 



= 4.,„+Q; 



dieselbe giebt, combinirt mit = dl -5 — j : 

= 8[q] ; 

daher ist die auf einem Elemente da inducirte Dichtigkeit [q] , 
die offenbar eine Function der Coordinaten x, y, z von p ist, 
auch eine solche Function, die der Gleichung = (5(p) ge- 
nügt: überdies kann (^j offenbar nirgends unendlich werden, 
wenn p innerhalb der Fläche liegt. 

[18] Wir haben noch nachzuweisen, dass die Gleichung 

stets V= V ergiebt für einen Punkt innerhalb der Fläche 
in unendlicher Nähe von derselben, welcher Werth auch für 

V angenommen sein mag. 

Es liege also der Paukt p unendlich nahe an der Fläche ; 
offenbar ist der Werth von (^), d. i. der Werth der durch p 
inducirten Dichtigkeit, unmerklich klein, ausgenommen an den 
Stellen, die unendlich nahe bei j!? liegen, und an diesen Stellen 
ist der Werth von [q] unabhängig von der Form der Fläche, 
und abhängig bloss von der Distanz p, da. Wir werden 
aber später (Art. 10) zeigen, dass, wenn die Fläche eine Kugel 
von beliebigem Radius darstellt, der Werth von [q) folgender ist : 






wo a die kürzeste Entfernung zwischen p und der Oberfläche 
ist, während f die Distanz p, da bezeichnet. Dieser Aus- 
druck giebt uns einen Begriff davon, wie schnell beim 
üebergange von dem unendlich kleinen Theil der Fläche 

3* 
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in der unmittelbaren Nähe von p bis zu einer nm ein 
Endliches entfernten Stelle (q) abnimmt; und wenn dieser 
Werth in den obigen Ansdrnck für V substituirt wird, und 

man a verschwindend klein werden lässt, so wird V = F^.**) 
Also leuchtet ein, dass die durch obige Formel bestimmte 
Function V keinen singulären Werth innerhalb der betrach- 
teten Fläche hat. 

Was vorhin für einen Raum innerhalb einei; geschlossenen 
Fläche bewiesen* ward, kann auch für einen ausserhalb einer 
beliebigen Zahl von geschlossenen Flächen beliebiger Qestält 
befindlichen gezeigt werden, wenn man nur die Bedingung 
hinzufügt, dass V in unendlicher Entfernung von diesen 
Flächen gleich Null wird. Denn, nimmt man eine von den 
vorhin betrachteten als unendlich ferne Fläche an, so kann 
alles vorhin Ausgesagte auf den gesammten Raum innerhalb 
der unendlichen und ausserhalb der anderen Flächen angewandt 
werden; folglich ist 

4.r'=>F(^) (5'), 

wo die Integration über alle Flächen erstreckt werden muss 
(nur beachte man, dass der auf die unendlich ferne Fläche 
bezogene Theil verschwindet, weil dort V überall gleich Null 
ist), während dw ofifenbar von den Flächen nach aussen ge- 
richtet sein muss in den Raum hinein, auf welchen F' sich 
jetzt bezieht. 

Die Form der Gleichung (6) ändert sich also nicht, und 
es ist: 

V' = -f[q)daV' (6'); 

WO die Integration sich über alle Flächen erstreckt, und [q) 
die auf jeder derselben in Gegenwart der übrigen inducirte 
elektrische Dichtigkeit bedeutet, vorausgesetzt, sie seien alle 
mittelst unendlich dünner Drähte mit der Erde leitend ver- 
bunden. 

(6.) Es sei A die geschlossene Fläche eines vollkommenen 
Leiters und p ein innerer Punkt, in welchem die Elektricitäts- 
menge Q condensirt sei, die [19] in A einen elektrischen Zustand 
inducire; alsdann wird F, der Werth der von der Fläche 
allein in einem anderen inneren Punkte p' erzeugten Potential- 
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fanctioD, solch eine Function der Coordinaten von p und p' 
sein, dass wir die Coordinaten von J9 und p' vertauschen können, 
ohne den Werth zu verändern. Oder, mit andern Worten: 
der Werth der von der Fläche allein erzeugten Potential- 
function in />', wenn die inducirende Elektricität Q \vl p con- 
centrirt gedacht wird, ist gleich der in p auftretenden, wenn 
dieselbe Electricitätsmenge Q in p* concentrirt wird. 

Denn in Folge des an der Oberfläche vorhandenen Olelch- 
gewichtes haben wir offenbar im ersten Falle, wo Q in jo 
concentrirt ist, 

wo r gleich der Distanz zwischen p und dem Oberflächen- 
elemente do' auf A und ß eine von der anfänglichen Ladung 
auf A abhängige Constante bedeutet. Aber der Werth von V 
in p' ist nach Artikel (5): 



V=-f{Q')da'V, 



wo {q') wie in jenem Artikel die von der Einheit der Elek- 
tricität, die inp' concentrirt ist, in dem Element da' inducirte 
Dichtigkeit bedeutet, vorausgesetzt, A sei zur Erde abgeleitet. 
Diese Gleichung ergiebt: 



dV=—J{Q')do'dV = 







— Q 

da dV= — d — = 0; das Symbol d bezieht sich auf die 

r 

Coordinaten x, y, z von p. Wir wissen aber, dass = (J'F, 

wo das Symbol 5' sich in ähnlicher Weise auf die Coordinaten 

^'j y'i ^' von jo' bezieht. Also wird zugleich 

= (JF und 0=ö'V] 

wobei bemerkt werden muss, dass die Function V keine singu- 
lären Werthe hat, wenn beide, p und p^, innerhalb der Fläche 
A liegen. Ist dieses der Fall, so ergiebt die erste Gleichung 
offenbar: 



V= --f[q)doV\ 



wo V den Werth von V darstellt, der entstünde, wenn der 
inducirende Punkt p nach da versetzt würde, während p' an 
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seinem Orte verbliebe. Da V eine Function von z' ^ y\ 2;' und 
^, rj, Cy den Coordinaten von da, ist, und da (q) eine Function 
von X, y, z, §, 1], C und unabhängig von z\ y\ z' ist, so 
ist in Folge der zweiten Gleichung 



= d'V=—f(Q)dad'V, 



was nicht allgemein fttr jede Lage von p gelten könnte, 
wenn nicht 

wäre; dabei müssen wir uns hüten, den gegenwärtigen Werth 

von V mit dem im Anfange dieses Artikels gebrauchten zu 
verwechseln, als wir die Gleichung = <JP^ bewiesen, denn 
diese letztere hat ihren Dienst verrichtet und kann weiterhin 
entbehrt werden. 

Die Gleichung = &V' giebt in ähnlicher Weise : 



V^-f{Q')da'V; 



[20] wo F' den Werth von V darstellt, der entsteht, wenn der 
Punkt p' zu irgend einem anderen Elemente d(/ der Fläche 

A gelangt. Wird dieser Ausdruck für V in den vorhin ent- 
wickelten Werth substituirt, so kommt: 



V=+fJ[q)[Q)dada'V' : 



in welchem Doppelintegral die Integration in Bezug auf eine 
jede der Veränderlichen do und d& über die ganze Fläche 
erstreckt werden muss. 

Wenn wir jetzt mit V, den Werth der Potentialfunction 
in dem Punkte p bezeichnen, der von der Fläche A erzeugt 
wird, wenn die Menge Q in p' concentrirt ist, so erhalten wir 

V,= +f[Q)[q)do'doV,,^ 

wo bloss die Integrationsordnung vertauscht worden ist ohne 

Aenderung der Grenzen : V, ist dabei der Werth, den V, erhält, 
wenn erst der elektrische Punkt p' an die Oberfläche gebracht 
wird, und dann der Punkt p, auf den V, sich bezieht. Wenn 
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solches geschehen ist, so stellen offenbar F^ und V, ein and 
dieselbe OrSsse dar, denn beide geben einen Wertb der 
Potentialfanction in einem Punkte der Fläche A an, und zwar 
der Potential function, die von der Fläche seibat erzengt wird, 
wenn aaf ihr die Elektricit&t von einem elektrischen anderen 
Punkte derselben Oberfläche inducirt wird, daher ist auch 



was im Anfange dieses Artikels behauptet worden war,'*) 

Aas dem 5. Artikel folgt, daas unsere Beweiaftlhrong 
ancfa in dem Raam ausserhalb einer beliebigen Anzahl von 
Flächen gültig ist, wenn wir die Bedingung hinzufügen, dass 
die anf diesen Raum bezogene Potentialfanction V gleich Null 
sein muss, wenn p oder p' in eine unendliche Fntfernang von 
diesen Körpera fortrückea, eine Bediaguog, die offenbar erfüllt 
sein wird, wenn ursprünglich alle Körper in einem natürlichen 
Znstande sich befinden. Angenommen, dieses finde statt, so 
erbellt, dass die auf einen Funkt p' des äusseren Raumes 
bezogene, von der durch einen elektrischen Punkt p anf den 
Oberflächen beliebig vieler leitender Körper inducirten Elek- 
tricitat erzeugte Potentialfunction gleich der in p auftretenden 
ist, wenn der elektrische Paukt nach p' gebracht würde. 

Da dieser Satz von der Anzahl und Grösse der leitenden 
Körper völlig unabhängig ist, so "kann er auch für den Fall 
einer unendlichen Zahl von Theilcben gelten, in denen die 
Elektricität sich frei bewegen kann, so jedoch, dass sie 
sich nicht von einem Theilchen zum andern zu begeben im 
Stande sei. Diese Annahme ist stets in der Theorie des 
Magnetismus gemacht worden, nnd der vorstehende Artikel 
«fird uns sehr nützlich sein, wenn wir später zur Behandlung 
dieser Theorie kommen werden. 

(T.) Nach Erledigung der auf elektrische Oberflächen sich 
beziehenden Fragen wird die allgemeine Theorie der Be- 
".iehungen zwischen der elektrischen Dichtigkeit und den ent- 
prechenden Potentialfunctionen für den Fall, wo die Elektricität 
iowohl im Innern fester Körper wie anf ihrer Oberfläche 
'ertbeilt ist, auf Grand der im 1. Artikel aufgestellten Sätze 
hne Anstand erledigt werden können. 

Es sei V der Werth der Potentialfunction in einem Punkte 
' innerhalb eines beliebig gestalteten, festen Körpers, die 
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Function erzeugt gedacht von der gesammten, innen befind- 
lichen . elektrischen Masse, und q' sei die [21] elektrische Dich- 
tigkeit im Innern, mithin eine Function der rechtwinkeligen 
Coordinaten x, y, z: alsdann ist, wenn q die Oberflächen- 
dichtigkeit bedeutet, 



^, ^ p dxdydzQ' ^ rdöQ . 



r' bedeutet die Distanz zwischen dem Punkte p\ dessen 
Coordinaten x\ y', z'^ und demjenigen, dessen Coordinaten 
X, yj z sind, und auf welchen q' sich bezieht; ferner ist r 
die Distanz zwischen p' und dem Oberflächenelement da des 
Körpers: offenbar ist V eine Function von x', y', z'. Wenn 
nun V das bedeutet, was aus F"' wird, wenn man x\ y\ z' in 
x^y^ z verwandelt, so folgt aus Artikel (1), dass q aus der 
Gleichung 

bestimmt werden kann. Setzen wir ^ aus dieser Gleichung 
in die unmittelbar vorhergehende ein, so kommt: 

T^, r dxdydzdV _. fQda 

J 47^? ^J ~V ' 

woraus weiter nach Gleichung (3) Artikel (3) folgt: 



J r Atz J 




wo die horizontalen Striche Oberflächenwerthe andeuten. 

Es sei nun V, der Werth der Potential function in dem 
Räume ausserhalb des Körpers, ein Werth, der nach Art. (5) 
nur von dem Oberflächenwerthe von V abhängt; so giebt die 
Gleichung (2) Art. (3), auf diesen äusseren Raum angewandt, 

da dV, = und (J- = ist, 



/ 



■^-M) -Mi) -mm ■■ 



wo dw' von der Fläche nach dem äusseren Räume zu dem 
V^ gehört, gemessen ist und dw nach dem inneren. Es ist 
weiter dw = — dw' und deshalb : 
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'^'^^w/ = -/?0- 




Substituirt man für 1 daV\ -^ — / den vorstehenden Aus- 



druck in die obige den Werth von q bestimmende Gleichung, 
so kommt 



f qdo _ —1 rda^i idV\ /^\\ 
eine Gleichung, die nur dann allgemein bestehen kann, wenn 

^=ii{©+(£)) '"■ 

Also die ganze Schwierigkeit ist auf die Aufgabe reducirt, 
den Werth V, der Potentialfunction ausserhalb des Körpers 
zu finden. 

[22] Obwohl wir nur einen Körper betrachtet haben, so ist 
doch dieselbe Theorie bei einer beliebigen Anzahl von Körpern 
anwendbar, und die Werthe von q und p' werden durch ganz 
dieselben Formeln bestimmt, wie gross auch jene Zahl sei: 
Vf ist die allen Körpern gemeinsame äussere Potentialfunction. 

Sind die Körper sämmtlich vollkommen leitend, so begiebt 
sich, nach Art. (1), die ganze Ladung auf die Oberflächen, 
deshalb wird die in diesem Artikel gebrachte Theorie keine 
Anwendung finden; da es aber in der Natur wahrscheinlich 
auch unvollkommene Leiter giebt, so wird die Theorie solcher 
Körper durchaus unentbehrlich, wenn wir die elektrischen 
Erscheinungen in ihrer Allgemeinheit untersuchen wollen. 

Nachdem wir in dem letzten und den vorhergehenden 
Artikeln die allgemeinsten Grundlehren der Theorie der Elek- 
tricität entwickelt haben, wollen wir im Folgenden diese Lehren 
auf speciellere Fälle anwenden ; da unsere Abhandlung in be- 
scheidenen Grenzen gehalten werden muss, so wollen wir uns 
auf eine kurze Untersuchung der interessanteren Erscheinungen 
beschränken. 



Anwendung der vorhergehenden Resultate auf 

die Theorie der Elektricität. 

(8.) Die erste Anwendung der vorhergehenden Sätze sei 
die Theorie der Leydener Flasche. Es heisse die innere 
Flaschenbelegung A^ dieselbe habe irgend eine Form, eben 
oder gekrümmt; die Aussenbelegung heisse B, und d sei die 
normal zu A gemessene Dicke des Glases; d sei eine sehr 
kleine Grösse, welche, der Allgemeinheit wegen, irgendwie von 
einer Stelle von A zur andern variire. Wird jetzt die innere 
Belegung mit einem geladenen Conductor C, die äussere mit 
einem gleichfalls geladenen Conductor C verbunden, so wird 
in Folge dieser Verbindungen der Werth der vom Gesammt- 
system erzeugten, auf das ganze Innensystem bezogenen Poten- 
tialfunction constant sein sowohl auf der inneren Belegung A 
als auf dem Conductor (7; dieser constante Werth sei 

ß- 

Ebenso wird auf der äusseren Belegung mitsammt dem Con- 
ductor C" ein constanter Potentialwerth 

herrschen. Es sei femer V der Werth der Potentialf unction im 
ganzen Räume ausserhalb [23] der Leitersysteme und mithin 
auch innerhalb der Glassubstanz, so haben wir, gemäss Art. (4j, 

V==ß und T=ß\ 

Eine horizontale Linie über einer Grösse deutet die Zugehörig- 
keit zum System der inneren Belegung A, und zwei Linien 
die zum System der äusseren B an. 

In irgend einem Punkte errichten wir eine Normale auf A 
und erwählen dieselbe zur Axe der w: dann seien w' und w" 
zwei andere rechtwinkelige Axen, die nothwendig in der im 
Punktet gedachten Tangentialebene liegen müssen; F' werde 
als Function von tv, w' und w" gedacht, alsdann haben wir 
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em Taylor'athea Salze, da ic' ^ nnd wJ" = , anf 
:e der w, Iftngs welcher 6 gemesaen vird, 



weiche Reihe wegen der Kleinheit von Ö sehr rasch convergirt. 
Führen wir fttr V und P" ihre oben erwähnten Werthe ein, 
so erhalten wir 



Äehnlich ist, wenn w senkrecht zu B, nach A hin gerichtet 
wird und 8, die Glaedicke längs dieser Normale bedentet, 

Vemachl&Bsigt man aber Quantitäten von der Ordnung d, so 
rilt offenbar die Beziehung 



dw" 






1 eine ganze positive Zahl ist, und wo der Factor [ — 1)" 
iingeftthrt ward, weil w und w nach entgegengesetzten lÜch- 
ungen gemessen worden sind. Nun ist nach Art. (4): 

A - '^^ A , = äW 

— 47rpi=-7= und — 4710 ^-r=; 
— _ aw dw 

^Cvo Q nnd § die eleklriscben Dichtigkeiten auf den Flächen 

,^E^ nnd B bedeuten. Erlauben wir uns Im Nachfolgenden 

^jüröäsen von der Ordnung 6* zu vernach lässigen , so dürfen 

»rir d statt 0, schreiben, nnd erhalten durch Substitution 

k V und Q Grössen von der Ordnung ^ sind, ß' und (i von 
|^~ er Ordnung 6^ oder der Einheit. Es [24] erübrigt nur noch 
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den Werth von 






für irgend einen Pankt der Fläche A 



zu bestimmen. 

In der Glassubstanz genügt die Potentialf unction V der 
Gleichung = (5 F^ deshalb gilt in einem Punkte der Ober- 
fläche von A^ wo t^, w' und w" sämmtlich gleich Null sind, 
die Gleichung: 

_ d^V d^V d^V _ ^jr 
^ ~ dw^ '^ dw"^ '^dw"^ — dy\ 

wo über w^ w\ w\ der Einfachheit wegen, die Horizontal- 
striche fortgelassen sind. Da ferner t(?' = 0, so ist 



dw 



^ = ( Fo — 2 Frf^. -h Fi,,,.) : dw'^ , 



und da V auf der Fläche A constant, nämlich gleich ß ist, 
so folgt: 



dw 2R ' 



dw 2B 



hier ist R der Krümmungsradius von A in der Ebene (w^ w'),^^) 
Setzt man diese Werthe in die unmittelbar vorhergehende 
Gleichung ein, so erhalten wir 

d^V _ }_dV _ —4:7tQ 
dw^ ~ R dw ~ R 

Genau in gleicher Weise kommt, wenn wir R' für die Krüm- 
mung in der Ebene {Wj w") schreiben, 

d^V _ — 47r ^ 
dw"^ ~ R' ' 

beide Radien positiv auf der Seite, wo w, d. h. w, negativ 
ist. Diese Werthe, in = dV eingesetzt, ergeben 

d'^V _/l 



dw^ 



= ^^^(i+i) 



d^V 



für den gesuchten Werth von t— 5 , und so ergiebt die Summe 
der beiden Gleichungen, in welche dieser Ausdruck eingeht, 
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und die Differenz derselben Gleichungen: 

daher sind die gesuchten Werthe der Dichtigkeiten ^ und ^ : 



welche Ausdrücke bis zu Werthen von der Ordnung O'^'q correct 
sind oder, was dasselbe ist, bis zu Werthen von der Ordnung 
d] sofern diese im Schlusstheil der vorstehenden Analyse, als 
unmerklich vernachlässigt worden sind. 

Es sei da ein Oberflächenelement auf A, alsdann ist das 
entsprechende Element auf B, wie ein solches durch die 
Normalen auf A ausgeschnitten wird, gleich i^) 

daher ist die Elektricitätsmenge auf diesem Elemente gleich 
setzt man für q seinen vorhin gefundenen Werth 

^ = _^{.-ö(^+i)} 

und vernachlässigt 0^^, so erhält man 

— Qda, 

d. h. dieselbe Grösse wie auf dem Element do der ersten 
Fläche. Wenn wir also auf A eine durch eine geschlossene 
Curve umgrenzte Fläche betrachten, und die correspondirende 
auf B, wie sie durch Normalen längs jener ganzen Curve 
ausgeschnitten wird, so ist die Summe der Ladungen auf 
diesen correspondirenden Flächenstücken gleich Null; mithin 
werden die gesammten Ladungen, wenn man die Elektricitäts- 
mengen auf den beiden Belegungen als diejenigen Mengen 
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ansieht, die den beiden Glasflächen anliegen, sich gegenseitig 
genau nentralisiren. Dieses Resultat muss auffällig erscheinen, 
wenn man den grossen Betrag der angesammelten Elektricitäten 
überlegt; übrigens wird man durch Versuche dasselbe verifi- 
ciren können. 

Als specielles Beispiel für die Anwendung dieses allge- 
meinen Theoremes denken wir uns eine leitende Kugel mit 
dem Radius a mit der inneren Belegung einer Leydener Flasche 
durch einen langen dünnen Draht verbunden, während die 
Aussenseite abgeleitet ist; dieses System sei geladen: die 
Dichtigkeit P auf der Oberfläche der Engel wird sehr nahe 
constant sein, daher wird die Potentialfnnction innerhalb der 
Engel und mithin auch wegen der leitenden Verbindung anf 
der inneren Belegung von A sehr nahe gleich 4 7taP seiu, 
da wir ohne merklichen Fehler den Einfluss des Drahtes UDd 
der Flasche vernachlässigen dürfen. Also ist 

ß = i7taP und ß' = 0, 

und die Gleichungen (8) geben, wenn Grössen von der Ord- 
nung d vernachlässigt werden, 

^ A7tu 6 ^ 47td 6 

Wir erhalten in dieser Weise durch eine höchst einfache 
Rechnung die Dichtigkeiten auf irgend welchen Punkten von 
A und B^ dicht am Glase, sobald die des Conductors be- 
kannt ist. 

[26] Die Theorie des Condensators , Elektrophores etc. 
hängt mit dem Erörterten zusammen; jedoch gestatten die 
dieser Abhandlung gesteckten Grenzen nicht auf diese Einzel- 
heiten einzugehen; ein Resultat jedoch, das sich auf Cascaden- 
schliessung von Leydener Flaschen bezieht, ist beachtenswerth 
und ergiebt sich so leicht aus den Gleichungen (8), dass ich 
mich nicht enthalten kann, es hier einzuschieben. 

Es sei eine Anzahl gleicher und in gleicher Art isolirter 
Leydener Flaschen gleicher Glasdicke so geordnet, dass di 
äussere Belegung der ersten mit der inneren der zweiten ver 
bunden sei; die äussere der zweiten mit der inneren de 
dritten; und so fort durch die ganze Reihe bis zur letzten 
deren äussere Belegung zur Erde abgeleitet sei. Die innen 
Belegung der ersten Flasche sei mit dem Conductor eine: 
Elektrisirmaschine verbunden, die man in Thätigkeit versetzt 
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aldann werden alle übrigen Flaschen eine gewisse Ladung 
erhalten, nnd diese Art zu laden nennt man case adenartig. 
Vernachlässigen wir die geringen Mengen freier Elektricität 
auf den metallischen äusseren Belegungen und andere Grössen 
derselben Ordnung, so kann der elektrische Zustand einer 
jeden Flasche der ganzen Beihe leicht bestimmt werden : denn 
ans den Gleichungen (8) folgt 

Ein Index am Fasse eines Bachstabens bezeichne nun die 
Niimmer der bezüglichen Flasche, so dass ^i der ersten, ^2 
der zweiten angehört, a. s. f. ; es sei die Gesammtzahl n, and 6 
habe fflr alle ein and denselben Werth, alsdann ist 

- ßi — ß\ = _ß'\—ß\ 

etc. 

^"^ ' And ' ^" A7td 

Ferner sei ß der Werth der gesammten Potentialfunction im 
ersten Conductor und in der ersten Flasche, alsdann haben 
wir, in Folge der Verbindungen des Systemes, in regulärer 
Folge, beginnend mit dem ersten Conductor und endigend mit 
der äusseren Belegung der letzten Flasche, die mit der Erde 
leitend verbunden ist, 

ß=ßu ß\=ß2\ ß\ = ß^\ etc ß'n-,=ßn\ ß'n=^\ 

^ = Q\+Q2\ = f^2 + ? 3 ; etc = ^n-\ + Qn • 

Aber das erste System von Gleichungen ergiebt = ^^ + ^^ , 
welches auch die Zahl s sei, und die zweite Zeile vorstehender 
Beziehungen giebt = "qs-^ + ^s ! ^^^ ^e™ Vergleich beider 
folgt: 

Qs = Qs-x y 

d. h. alle Flaschen des Systemes sind gleich stark geladen. 
Summiren wir ferner vertical eine jede Columne des ersten 
Systemes, so erhalten wir, bei Beachtung des zweiten Systemes: 



4 7t 


e 


ß\- 


-ßi 


Art 


6 


etc. 




ß'n- 


-ßn 
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[27] ^, + ^2 + ? 3 + + Qn = J^ , 

-ß 

\7tO ' 



^1+^2+^3 + + ?n = 



Wir sehen also, dass die gesammte Ladung aller Flaschen 
genau dieselbe ist, wie wenn wir nur eine geladen hätten, 
wenn dieselbe mit demselben Conductor verbunden und ihre 
äussere Belegung zur Erde abgeleitet worden wäre. Also 
wird diese Art zu laden, obwohl sie Zeit ersparen mag, 
nimmermehr eine stärkere Ansammlung von Elektricität er- 
möglichen, als wenn nur eine einzige Flasche genommen würde. 

(9.) Nehmen wir jetzt eine vollkommen leitende hohle 
Schale von irgend welcher Gestalt und Dicke, und setzen 
dieselbe der Wirkung beliebiger ausserhalb befindlicher elek- 
trischer Körper aus; in der Schale werde ein elektrischer 
Zustand inducirt; es wird derselbe alsdann ein solcher sein, 
dass die totale Wirkung auf einen im Innern befindlichen 
elektrischen Punkt absolut gleich Null ist. 

Denn, es sei V der Werth der gesammten Potentialf unc- 
tion in einem Punkte p innerhalb der Schale, alsdann haben 
wir auf der inneren Fläche, die ja eine geschlossene ist, 

ß bedeutet eine constante Grösse, die den Werth der Potential- 
function innerhalb der Schale darstellt, wo die Elektricität 
der Voraussetzung nach im Gleichgewicht ist vermöge der 
Wirkung der auf der Schale selbst inducirten Elektricität. 
üeberdies genügt V offenbar der Gleichung {^ = dV und hat 
keine singulären Werthe innerhalb der geschlossenen Fläche, 
auf welche es sich bezieht: daher folgt, gemäss Art. (5), dass 
der allgemeine Werth 

V=ß 

ist, und da die auf j!) wirkenden Kräfte durch die Differential- 
quotienten von V gegeben sind, so sind alle diese Kräfte 
offenbar gleich Null, ^^j 

Wenn dagegen die elektrischen Körper sich sämmtlich 
innerhalb der Schale befinden, deren äussere Oberfläche 
mit der Erde leitend verbunden wird, so ist es ebenso leicht 
zu beweisen, dass nicht die geringste Wirkung auf einen 
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ausserhalb der Schale befindlichen elektrischen Punkt statt 
hat; vielmehr wird die auf der Innenseite der Schale dnrch die 
innen vorhandenen elektrischen Körper inducirte Elektricität 
genau die directe Wirkung der Körper aufheben. Oder all- 
gemeiner: 

Gesetzt, wir hätten eine hohle, vollkommen leitende Schale, 
die von irgend zwei Flächen begrenzt sei, und es befinde sich 
eine Anzahl elektrisirter Körper zum Theii innerhalb der 
Schale, zum Theil ausserhalb, nach Belieben ; die innere Fläche 
ferner sammt den inneren Körpern werde das Innensystem ge- 
nannt, sowie die äussere Fläche sammt den äusseren Körpern 
das Aussensystem ; alsdann werden alle elektrischen Vorgänge 
im Innensystem in Bezug auf Anziehungen, Abstossungen und 
Dichtigkeiten genau dieselben sein, wie wenn es gar kein 
Aussensystem gäbe und zugleich die Innenfläche mit der Erde 
leitend in Verbindung gesetzt wäre; und alle Vorgänge im 
Aussensystem werden dieselben sein, wie wenn das Innen- 
system nicht vorhanden und die Aussenseite der Schale ein 
vollkommener Leiter wäre, geladen mit einer Elektricitäts- 
menge, gleich derjenigen Ladung, die in der Schale und auf 
all den inneren Körpern ursprünglich vorhanden war. 

[28] Dieses ist eine dermaassen unmittelbare Folgerang 
aus den im 4. und 5. Art. gebrachten Sätzen, dass ein formaler 
Beweis völlig überflüssig erscheint; und es erhellt, dass für 
das Innensystem der Fall des Vorhandenseins von dem des 
Nichtvorhandenseins eines äusseren Systems sich lediglich durch 
Hinzufügung einer constanten Grösse zum gesammten Potential 
innerhalb der äusseren Oberfläche unterscheidet, welche Gon- 
stante in den Differentialquotienten dieser Grösse natürlich ver- 
schwinden wird und mithin auch in dem Werthe der Attrac- 
tionen, Repulsionen und Dichtigkeiten, die sämmtlich/ nur von 
diesen Differentialquotienten abhängen. In dem äusseren 
Systeme findet nicht einmal dieser Unterschied statt, sondern das 
gesammte Potential ausserhalb der inneren Fläche ist genau 
dasselbe, mag das Innensystem vorhanden sein oder nicht. 

(10.) Die Betrachtung der elektrischen Erscheinungen bei 
Kugeln in verschiedener Anordnung ist recht interessant, weil 
die theoretisch gewonnenen Resultate leicht experimentell ge- 
prüft werden können; aber schon die vollständige Lösung des 
einfachen Falles, wo zwei zuvor elektrisirte Kugeln einad>^er 
gegenüberstehen, erheischt eine tiefgreifende Analysis und fet 
sehr geschickt von Herrn Poisson behandelt worden (M^m, 

Oatwald'B Klassiker. 61. 4 



[ 



50 George Green. 

de rinstitnt 1811].^^) In diesem Artikel gedenken wir nur ein 
oder zwei Beispiele über die Vertheilung der Elektricitftt anf 
Kugeln zu geben, wo sehr einfache Formeln vorkommen. 

Eine Engelfläche habe den Badins a und sei mit Elek- 
tricität von der variablen Dichtigkeit q bedeckt; wenn wir 
alsdann, wie in der M^c. Celeste die Potentialfnnction V in 
Bezug auf einen innerhalb der Engel befindlichen Punkt p in 
folgende Beihe entwickeln: 

F= Z7(o) 4- U^^^- + U(^^%+ Cr(3)^ + etc.; 

wo r die Entfernung von p bis zum Eugelcentrum bedeutet, 
und U^^\ U^^^ etc. Functionen der beiden andern Polarcoordi- 
naten von p sind, so ist nach dem, was in dem soeben er- 
wähnten bewundernswerthen Werke gezeigt worden ist, klar, 
dass die von derselben Fläche herrührende, auf einen im Ab- 
stände r' vom Centrum der Engel auf dem Badius r befind- 
lichen äusseren Punkt p' bezogene Potentialfnnction V gleich 
sein wird: 

V = m)^+ ^7(1)^+ ?7(2)^, + etc. 

Machen wir nun V= q){r) und F'' = t//(r'), so werden die 
beiden Functionen q) und i/; den Gleichungen 

V^i'') = j9>(~) oder (p(r) = ^i//(^j 

genügen. Aber nach Art. (4) ist: 

dV dT ^dV djr 

und die Gleichungen zwischen q) und ip in ihrer -ersten Ge- 
stalt geben, differentiirt: 

[29] Setzen wir jetzt r = a, so kommt: 

q)' und t/;' sind die Symbole für Differentialquotienten von q) 
und xp nach Lagrange'^ Schreibweise. 






m 
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Aehnlich giebt jene Gleichung in ihrer zweiten Gestalt: 

Snbstituiren wir diese nach einander in die Gleichung für 
so erhalten wir: 






. . . (9). 



Wenn also der Werth der Potentialfnnction entweder fttr 
den Raum innerhalb, oder fttr den ausserhalb der Kugel be- 
kannt ist, so hat man sofort die Dichtigkeit q aus der einen 
oder aus der anderen Gleichung.^^) 

Auf Grund des Vorstehenden können wir bestimmen, wie 
die Elektricität auf einer leitenden Kugel mit dem Radius a 
sicli vertheilen wird, wenn einige ausserhalb derselben be- 
findliche Körper sie beeinflussen; der elektrische Zustand der 
letzteren sei gegeben. In diesem Falle haben wir sofort den 
von ihnen herrührenden Werth der Potentialfnnction, Derselbe 
sei gleich A für einen inneren Punkt; wo A eine Function 
des Radius und der beiden anderen Polarcoordinaten ist. Die 
gesammte Ladung wird sich alsdann auf die Oberfläche be- 
geben (Art. 1), und wenn V die von dieser Fläche stammende 
Potentialfnnction für denselben Punkt p ist, so haben wir, 
wegen des Gleichgewichtes innerhalb der Kugel: 

V+A = ß oder V=ß — A, 

yfo ß eine constante Grösse ist. Setzt man diesen Werth in 
die erste der Gleichungen (9) ein, so kommt: 

dA A . ß 

ATtQ = —2-j h- •. 

^ ar a a 

die Horizontallinien deuten wiederum an, dass die Werthe sich 
auf die Oberfläche beziehen. 

Steht die Kugel mit der Erde in leitender Verbindung, so 
ist /9 = und Q ist vollständig bestimmt : ist aber die Kugel 
isolirt und hat sie eine Ladung Q, so kann ß folgender- 
maassen ermittelt werden : es sei F' der Werth der Potential- 

4* 
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function ausserhalb der Fläche, der dem Werthe V=ß — A 
im Innern entspricht; dann ist nach dem Vorhergegangenen: 

r 
und A' wird aus A gefunden durch die Gleichungen: 

[30] A = (p,{r), xp,(r) = ^cp,\~y, A' = tp,(r') , 

wo r' der dem Punkte p' ausserhalb der Kugel, zu welcher 
A' gehört, entsprechende Radius ist. Wenn r' unendlich ist, 

so ist bekanntlich F^' =3 — mithin durch Gleichsetzung: 

r 

?==? — ^' oder ß=Q + r'A'; 
r r 

wo r' unendlich zu setzen ist. Haben wir hieraus den Werth 
von ß ermittelt, so ist auch q bekannt. 

Wir wollen ein Beispiel geben zur Anwendung der zweiten 
der Gleichungen (9). Eine leitende Kugel, deren Radius a, 
sei mit der Erde verbunden und stehe unter dem Einflass 
einiger elektrischer Körper in ihrem Inneren ; die von letzteren 
herrührende Potentialfanction für einen äusseren Punkt sei 
gleich j5. Die gesammte von den inneren Körpern und der 
Kugel herrührende Potentialf unction hat offenbar auf der Ober- 
fläche den Werth 0, mithin auch in einem äusseren Punkte 
(Art. 5). Folglich ist T' + 5' = ; wo V von der Fläche 
herrührt. Also wird die zweite der Gleichungen (9): 

Wir sind also mittelst dieser einfachen Gleichung in den Stand 
gesetzt, die Dichtigkeit der auf der Kugel inducirten Elek- 
tricität zu bestimmen. 

Angenommen nun, alle die inneren Körper seien auf einen 
einzigen Punkt P reducirt, in welchem die Einheit der Elek- 
tricität concentrirt sei, und f stelle die Entfernung Pp' dar: 

alsdann ist die von P stammende Potentialfunction gleich ^ 

und mithin 



Anwendung der vorhergehenden Resultate. 53 

B' — -' 
/' 

ferner soll r, wie vorhin , die Entfernung zwischen p und 
dem Kngelcentrum O bedeuten; wenn nun noch b die Distanz 
OP und den Winkel POp' misst, so ist 

/2 = 52_2 5r'cosö + /2, 

und aus dieser Gleichung folgt: 

df / — ö cos 

~dr^ ~ 7 ' 



und 



dr' p \dr') 



2r'4-2Jcosö 



Setzen wir r' ^= a^ sowohl in dieser Gleichung als in dem 
vorhin gegebenen Werth von B'y um die auf der Oberfläche 
herrschenden Werthe zu erhalten, so wird: 

c.dB' W _ —2a^ + 2abcose+p _ b'^ — a^ 

Setzen wir ferner dieses in die oben verzeichnete allgemeine 
Gleichung ein, so folgt: 

*^ — «^ 

Wenn P unendlich nahe an der Oberfläche liegt, so dass 
6 = a — a wird (wo a eine unendlich kleine Grösse darstellt), 
so kommt: 

— a 

Auf ganz dieselbe Weise ergiebt sich mit Hülfe der Gleichung 
zwischen A und der Dichtigkeit q^ die auf der Oberfläche 
einer Kugel mit dem Radius a von einem ausserhalb derselben 
befindlichen Punkte P inducirt wird, 

_ g^ _ ft2 

^ "~ 4 7t ap ' 

> vorausgesetzt die Kugel sei durch einen unendlich dünnen 
Draht mit der Erde leitend verbunden, und zwar sei sie in 
solcher Entfernung von der letzteren, dass wir die von P auf 
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der Erde inducirte Elektricität Yernachlässigen können. Ist 
die Entfernung des Punktes P von der Fläche gleich einer 
unendlich kleinen Grösse a, so haben wir in diesem Falle, 
wie im vorhergehenden: 

— a 
Q = 



Nach dem Erläuterten können wir leicht den auf einen 
inneren Punkt bezogenen allgemeinen Werth von V ableiten, 

wenn der von V an der Oberfläche bekannt ist. Denn (^), 
die auf einem Oberflächenelemente da von der in P concen- 
trirten Einheit der Elektricität inducirte Dichtigkeit war, wie 
soeben bewiesen wurde, gleich 

wo f gleich der Distanz P^ da ist; dieses in die allgemeine 
Gleichung (6) Art. 5 eingesetzt, ergiebt: 

v=-fM^)v='^fp (,.,. 

Aehnlich kommt, wenn der Punkt P ausserhalb der Kugel liegt, 

J^ — a^ rda =z 



fiW (")■ 



47ra J f 

Der Nutzen dieser beiden Gleichungen erhellt sofort, wenn 
wir die Vertheilung der Elektricität auf einer dünnen Kugel- 
schale untersuchen, in welcher eine kleine kreisförmige Oeff- 
nung sich befindet. 

Die vorstehenden Resultate können ohne Anstand mittelst 
der viel bewunderten Zo^/ac^^schen Analyse erhalten werden 
(M^c. Cilest. Liv. 3. Gh. II.), und in der That, unsere allge- 
meinen Gleichungen (9) lassen sich sehr leicht aus der Glei- 
chung (2) Art. 10 jenes Kapitels herleiten. Mangel an Raum 
nöthigt mich, auf diese Bestätigung unserer Analyse zu ver- 
zichten, und das darf ich um so eher, als die Beweisführung 
Jedermann einleuchten wird, der diesen Abschnitt der M6ca- 
nique Celeste gelesen hat. 

Betrachten wir jetzt zwei Kugeln S und /S"', deren Radien - 
a und a\ und die mit einander mittelst eines unendlich dünnen 
Drahtes leitend verbunden seien: es soll das Verhältniss ihrer 



Anwendung der vorhergehenden Resultate. 55 

iadnngen beim Gleichgewicht bestimmt werden; die Distanz 
ier Gentren sei gleich b. 

Der Werth der von der Fläche S herrührenden Potential- 
function in einem Punkt p im Mittelpunkte der Kugel aS' ist: 



t32] /£^^ = 1/,..= Ö 



^"wo da ein Oberflächenelement der Kugel und q die Dichtig- 
keit anf derselben ; dagegen Q die gesammte Ladung bedeutet. 
Sei nun F' der Werth der Potentialfunction für denselben 
Punkt />, aber von S' herrührend, so erhalten wir durch 
Addition beider Grössen: 

F + ^-, 

a 

das also ist der Werth der gesammten Potentialfunction im 
Centrum p der Kugel S. Aehnlich kommt für das Centrum p' 
der Kugel S': 

a 

wo F der von S herrührende Antheil ist und Q! die Ladung 
von S^, Da aber das System im Gleichgewicht sich befindet, 
so ist die gesammte Potentialfunction im ganzen Inneren eine 
constante Grösse. Folglich ist 

a a 

Wenngleich es schwierig ist, die strengen Werthe von F 
und F' anzugeben, so kann man doch leicht erkennen, dass, 
wenn die Entfernung der beiden Oberflächen beträchtlich im 
Vergleich zum Radius irgend einer von ihnen angenommen wird, 
F und F' nahezu dieselben Werthe haben werden, wie dann, 
wenn die Gesammtladungen in den Centren concentrirt wären, 
daher ist sehr nahe 

F=^ und r = ^. 



Setzt man dieses oben ein, so kommt: 
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Also ist daa VerbältDiss von Q za Q' durch eint 
fache Gleichung dargestellt, welche Form auch dei 
Draht habe, wenn er nur aehr dQnn ist. 

Soll dieses Rechnnngaresnltat experimentell ge; 
so wäre es einfacher, P und P' für die mittler 
Dichtigkeit der Kugeln zu schreiben, d. h. ftlr i 
man beobachten wtlrde, wenn sie nach der leitei 
dung wieder getrennt und so weit von einander ent 
dass keine merkliche Influenz mehr stattfindet. 

Q = 4?ra*P nnd Q' = iTia'^P' 
ao folgt durch SabBtitution : 

P'_ öji— _a)_ 
p-ä-ib-a')' 

Wir gehen also, dasa hei sehr grosser Distanz 

den Eugelcentren die mittleren Dichtigkeiten aic 

wie die Radien verbalten; und wenn letztere sich 

so wird die Dichtigkeit der kleineren Eugel abneümen, nnU 

die der grösseren zunehmen nach einem aehr einfachen Gesetz, 

aobald beide sich einander nähern. ^^} 

[33] Schliesslich wollen wir daa Gesetz der Vertheilnng der 
elektrischen Flüssigkeit zu bestimmen versuchen, wennGleicb- 
gewicht anf einer sehr dUnnen Engelschale stattfindet, die 
eine kleine kreisförmige Oeffnung hat. Wenn wir Grössen 
von der Ordnung der Schalendicke im Vergleich mit dem 
Radius der Kngelschale vernachlässigen, ao können wir sie 
betrachten als eine unendlich dünne Eugelfläche, deren grösseres 
Segment S ein vollkommener Leiter ist, während daa kleinere 
s die kreisförmige Oeffnung bildet. Wegen des statthabenden 
Gleichgewichtes wird der Werth der Potentialfnnction auf dem 
leitenden Segment eine constaute Grösse sein, gleich F, und 
ohne Oeffnung wäre der entsprechende Werth der Dichtigkeit 

■F 



wo a der Radius der Eugel ist. Unter derselben Vorauaaetzung 

wäre der Werth der Potential function fllr einen inneren Punkt 

F 

P gleich F. Ea mag nun 1- p den allgemeinen Werth 

der Dichtigkeit an irgend einem Ober flächenpunkte eines -der 
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Kugelsegmente bedeuten, während F-{- F'der der entsprechen- 
den Potentialfunction im Punkte P ist. Der Werth der 
Potentialfunction für einen Punkt der Eugeloberfläche wird 

gleich F -\- V sein, welches, gleich F, dem Werthe auf S, 
gesetzt, ftlr dieses ganze Segment 

= F 

ergiebt. Also wird die Gleichung (10) dieses Artikels geben: 

«2 — 42 f^(j 



V = 






wo das Integral sich nur Hber die Oberfläche des kleineren 
Segmentes s erstreckt, welches ohne merklichen Fehler als eben 
angenommen werden kann. 

Da aber ofifeubar q die der Potentialfunction V ent- 
sprechende Dichtigkeit ist, so haben wir für irgend einen 
Punkt des als eben angesehenen kleinen Segmentes 

_ — \dV 
^ ~ 27t dw ^ 

was leicht nach Art. (4) zu erkennen ist^s); hier ist dw senk- 
recht zur Fläche nach innen gerichtet ; der horizontale Strich 
deutet, wie immer, Oberflächenwerthe an. Liegt der Punkt P 
sehr nahe bei der Ebene s und bedeutet z eine Senkrechte 
von P gegen ä, so wird z eine sehr kleine Grösse, deren 
Quadrat und höhere Potenzen vernachlässigt werden können. 
Es ist also b = a — z, und durch Substitution folgt 

~ 27C^f p ^ ' 

das Integral ist über die Fläche der kleinen Ebene s zu er- 
strecken; / bedeutet wie vorhin die Distanz P^ da. Nun ist 

dV __ dV 
dw dz 

z d i 

auf der Oberfläche von s und -^ = ^— -7 ; also [34] 

f^ dz f 

^^ 27t dw~^7t dz~ ^Tt'^dzJ p ~4.7t'^dz^Jf ' 
vorausgesetzt, dass nach der Ausführung der Differentiation 
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F 

;j == gesetzt wird. Nun ist die Dichtigkeit 1- g auf der 

Oberfläche der Oeffnung s gleich Null, mithin haben wir für 
diese ganze Oberfläche 

^ F^ 

Also durch Substitution: 

-?=Äif-^ •<-)^ 

das Integral über die ganze Fläche der Ebene s erstreckt, 
von welcher do ein Element ist; z muss nach Ausführung 
aller Operationen gleich Null gesetzt werden. 

Es erübrigt nur noch den Werth von V aus dieser 
Gleichung zu bestimmen. Es sei ß der geradlinige Radius 
von 5, und y die Entfernung vom Centrum C von s bis zum 
Fusse der Senkrechten z\ denken wir uns ferner ein abge- 
plattetes, unendlich dünnes Sphäroid von gleichförmiger Dich- 
tigkeit, dessen Aequator die Kreisscheibe s bilde, so wird 
der von diesem Sphäroid im Punkte P erzeugte Werth der 
Potentialfunction gleich sein: 

WO ri die Distanz do, C und k eine Constante vorstellt. 24j 
Die von diesem Sphäroid in der Richtung der Senkrechten z 

7 

ausgeübte Anziehung ist gleich — -v^, und, zufolge der be- 

elf z 

kannten Formeln der Attraction homogener Sphäroide, haben wir: 

wo M die Masse des Sphäroides ist, während durch folgende 
Gleichungen bestimmt wird: 



«2 = ^(^2 + y2 _ ^2) + ^^(^2 + y2 _ ^2)2 4. 4^2^2 ^ 

tgö = ^. 

a 

Wenn nun z sehr klein ist, denn am Schluss der Rechnung 
soll es gleich Null gesetzt werden, und wenn y<iß, damit 



* 
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der Punkt P in den Grenzen von s liege, wenn endlich GrOssen 
von der Ordnung z^ neben den stehenbleibenden vernachlässigt 
werden, so kommt ^^): 



and folglich 






Differentiirt man diesen Ausdruck nach z, so wird: 






[35] Die Hasse üf ist aber bestimmt dnreb: 
M=kfdaVßi — rji = 2nkJ'rjdrjVßi — tj^ = ?iE|^^ 
folglich durch Substitution: 

welcher Ausdruck streng gültig ist, wenn z = ist. Ver- 
gleicht man dieses Resultat mit der Gleichung (12) dieses 

Artikels, so erkennt man, dass, wenn V = k Vß^ — rj^ ^ die 
Constante stets so bestimmt werden kann, dass der Gleichung (12) 
genügt werde. In der That brauchen wir nur zu setzen: 

TC^k = , also k = . 

a uTt 

Da wir jetzt den Werth von V haben, so ist der allgemeine 
Werth von V bekannt: 

\TcaJ f^ ^^Ttaz dzj f 

i.jtaz dzJ f "^P ^ 

^±^ i_d^\ _ a!zi*?x-^' [i^e-d] 
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Da der Werth der Potentialfunction für einen innerhalb der 
Schale gelegenen Punkt P gleich i^+ F ist, da ferner der 
in der Schalenmasse geltende Werth constant ist (wegen des 
herrschenden Gleichgewichtes), so wird die elektrische Dichtig- 
keit q' auf einem Pankte der inneren Schalenoberfläche sofort 
aus der Formel (4) Art. 4 erhalten: 

^~47tdw^ ^Ttdb ~ 47i^a ^^ ^' 

wo der Punkt P auf dem Elemente da' der inneren Fläche, 
auf welche q' sich bezieht, liegt. ^^) Sei nun M die Distanz von 
C, dem Mittelpunkte der Oeffnung, bis zum Elemente da'y 
so haben wir M^ = y^-^ z^ und bei Vernachlässigung der 

Grössen von der* Ordnung ^ neben den übrigbleibenden 27), 
folgweise : 

a = Ä, ö=^ und tgö-Ö = iÖ3 = ^3. 

Der Werth der Dichtigkeit ^' wird demgemäss: 



? = 



F ß 



3 



12 7r2ai23 



Auf demselben Wege kann leicht nachgewiesen werden, 
dass nach Gleichung (11) dieses Artikels der Werth der Dich- 
tigkeit q" auf einem Elemente do" der Aussenfläche der Schale, 
welches dem Elemente do' der Innenfläche entspricht, 

F 

^=47^ + ^ 

sein wird, welches, wegen der Kleinheit von q' auf allen 
Stellen der Fläche, ausser in der Nähe [36] von ^, merklich 

F 

constant ist gleich , und es wird : 

0^ _ /?3 



q" 37t 'B^ ' 

aus welcher Beziehung folgt, dass die Dichtigkeit auf der 
inneren Fläche der Schale sehr gering sein wird, selbst wenn 
die Oefl'nung beträchtlich gross ist. 
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(11.) Die Bestimmung der elektrischen Grössen für lange 
Metalldrähte, die isolirt frei in der Atmosphäre suspendirt 
sind, hängt von sehr einfachen Kechnnngen ab. Als Beispiel 
wählen wir zwei durch einen langen dünnen Draht mit ein- 
ander verbundene Kugeln A und B] es sei qdxdydz die in 
dem Elemente dxdydz des äusseren Raumes befindliche Elek- 
tricitätsmeuge (dieselbe stamme entweder von dem schwach 
elektrisch inducirten Boden in der Nähe des Drahtes oder 
von einem Nebel oder einer vorübergehenden Wolke), ferner 
sei r die Entfernung von diesem Element bis zum Mittelpunkte 
von A^ und r^ seine Entfernung bis zu dem Mittelpunkte von 
B^ alsdann wird der von dem ganzen äusseren Räume her- 
rührende Werth der Potentialfunction im Centrum von A 
gleich: 

^qdxdydz 



ß 



sein, und der Werth im Centrum von B gleich: 

Qdxdydz 



p 



sein, wo die Integrale über den gesammten ausserhalb der 
Leiter befindliche Raum zu erstrecken sind. 

Es sei jetzt Q die Gesammtladung auf A^ und Q' die auf 
Bj die Radien seien a und a', so wird der Werth der vom System 
selbst erweckten Potentialfunction im Mittelpunkte von A gleich 

Q 
a 

sein, wenn wir nämlich annehmen, dass der von dem Draht 
(wegen seiner Feinheit) herrührende Theil vernachlässigt 
werden kann, wie auch der von der anderen Kugel erzeugte, 
wegen deren Entfernung. Aehnlich findet man den Werth 
der Potentialfunction im Centrum von B gleich 

a' ' 

Aber nach Art. (1) muss der Werth der Potentialfunction im 
Inneren des ganzen leitenden Systemes denselben Werth haben, 
mithin auch in den Centren der beiden Kugeln; folglich ist 

Q Pqdxdydz Q' Pqdxdydz 

a J r a' J r' 
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Obwohl im vorliegenden Falle q sehr klein ist, können 
doch die beiden vorliegenden Integrale nicht allein merklich, 
sondern sogar sehr gross werden, da sie in Bezug auf den Ranm 
von der zweiten Dimension sind« Die in grosser Entfernung 
von einander befindlichen Kugeln werden [37] daher eine hohe 
Ladung erhalten, wie die Experimentatoren solche beobachtet 
haben, und man kann dieselbe in einigen bestimmten Fällen 
berechnen, sobald der Werth von q gegeben ist. Wird eine 
der Kugeln, z. B. Bj mit der Erde verbunden, so ist Q' gleich 
Null und Q ist sofort bekannt. Wenn dagegen das ganze 
System isolirt ist und seine ursprüngliche Ladung behält^ so 
haben wir (bei Vernachlässigung der Drahtwirkung): 

= Q + Q', 

folglich sind Q und Q' bekannt. 

Es werde verlangt, den elektrischen Znstand der Kugel A 
zu bestimmen, wenn dieselbe mit einem Drahte verbunden 
wird, dessen eines Ende, in die Atmosphäre erhoben, in einer 
Spitze p endet ; so brauchen wir nur den Radius von B, und 
mithin auch die Ladung Q', gleich Null zu setzen und es wird 

Q rqdxdydz PQdxdydz ^ 

a ~J ? J i ' 

• 

wo r' die Distanz p, dxdydz bedeutet. Da wir in diesem 
Artikel nur einige Erscheinungen der atmosphärischen Elek- 
tricität erklären wollten, so wäre es überflüssig, sich länger 
aufzuhalten, denn die grosse Schwierigkeit, den elektrischen 
Zustand der Atmosphäre in einer gegebenen Zeit correct zu 
bestimmen, schliesst die Möglichkeit aus, diesen Theil der 
Theorie durch genaue Versuche zu bestätigen. 

(12.) Ist die Gestalt eines leitenden Körpers gegeben, so 
ist es im Allgemeinen nicht möglich, genau das Gesetz der 
Vertheilung der elektrischen Dichtigkeit auf der Oberfläche zu 
bestimmen, wenn Gleichgewicht herrscht und keine äusseren 
Körper wirksam sind, und bis jetzt ist nicht einmal eine An- 
näherungsmethode gefunden worden. Indess kann man leicht 
dem leitenden Körper solch eine Gestalt ertheilen, dass jenes 
Gesetz durch höchst einfache Hülfsmittel streng angegeben 
werden kann. Die nachstehende Methode hängt mit dem 4. und 
5. Artikel zusammen und verleiht diesen Formeln den höchsten 
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Grad von Allgemeinheit, deren sie fähig sind, weil durch 
ein Näherungsverfahren jede beliebige Gestalt unbegrenzt nahe 
erhalten werden kann. 

Es sei V eine continuirliche Function der rechtwinke- 
ligen Coordinaten x\ y', z* eines Punktes p\ die der par- 
tiellen Differentialgleichung = dF' gentigt und gleich Null 
wird in unendlicher Entfernung vom Anfangspui\kte der Coor- 
dinaten. 

Es sei h eine beliebige Constante, so dass F'' = 5 die 
Gleichung einer geschlossenen Fläche A darstellt; V habe 
keine singulären Werthe, so lange p' ausserhalb dieser Fläche 
liegt: denken wir jetzt einen leitenden Körper mit der Aussen- 
fläche Aj so wird beim Gleichgewicht die elektrische Dich- 
tigkeit auf demselben: 

— ""^^' 
^ 4 TT dw' 

und die die||r Ladung entsprechende Potentialfunction für 
einen beliebigen äusseren Punkt gleich 

sein, wo h eine von der gesammten dem Körper mitgetheilten 
Ladung Q abhängige Grösse ist. Dieses folgt aus den Sätzen 
der angeführten Artikel. 

[38] Es sei R die Distanz zwischen p und einem Punkte 
innerhalb A ; alsdann ist die von der Ladung erzeugte Poten- 
tialfunction durch — ausgedrückt, wenn R sehr gross ist. 
Daher haben wir die Bedingung 

Q 

-^ = hV (wo iZ sehr gross ist); 

diese dient dazu h zu bestimmen, wenn Q gegeben ist. 

Um diese allgemeine Methode anzuwenden, nehmen wir 
für V irgend einen analytischen Ausdruck an, der die Coor- 
dinaten von p' enthält, der der Gleichung dV genügt und 
gleich Null wird, wenn p' in unendliche Entfernung vom 
Anfangspunkte der Coordinaten rückt; wie z. B. solche, die 
Laplace giebt (Möc. Celeste, Liv. 3, Ch. 2), oder den Werth 
der Potentialfunction, die von einer irgendwie im endlichen 
Räume vertheilten Elektricitätsmenge herrührt, im Punkte p' 
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ausserhalb dieses Raumes; denn in- letzterem Falle wird die 
Function stets den gestellten Bedingungen geniigen. 

Von einem jeden dieser Fälle wollen wir ein Beispiel 
geben. Nehmen wir zunächst den allgemeinen von JLaplace 
gegebenen Ausdruck: 



^=-:r + ^:2- + ^^ + ®*^-» 



?7(0) ^7(1) xj{i) 

— •— 1 — ' " • ' I — 

und, mit Beschränkung auf die beiden ersten Glieder, sei 

er«» m) 
— I — , 

r r* 



v'==~ + ^r-^ 



wo r die Entfernung des Punktes p^ vom Anfangspunkte der 
Coordinaten und U^^\ U^^^ Functionen der beiden anderen 
Polarcoordinaten d und ts sind. Durch Aenderung der Axen- 
richtung kann dieser Ausdruck stets reducirt werden auf die 
Form 28) : 

2a . *2cosö • 

^ = — ö — ; 

r r'' 

wo a und k zwei Constanten sind, die wir als positiv voraus- 
setzen wollen. Ist femer b eine sehr kleine positive Grösse, 
so wird die Gestalt der durch die Gleichung V' ^= b dar- 
gestellten Fläche sehr wenig von einer Kugel abweichen, 

deren Radius gleich -|- : vergrössern wir allmählich 6, so 

wird jene Abweichung grösser, bis 5 = ^^ ; weiterhin wird 

die durch V = b ausgedrückte Gestalt ungeeignet fttr unseren 

Zweck. 2ö) Setzen wir deshalb i = ^- , um eine so stark von 

der Kugel abweichende Form zu erhalten, als nur der ange- 
nommene Werth von V es irgend gestattet, so wird die 
Gleichung der Fläche A\ 

, 2 a ^2 cos «2 

y . — |— z^^ • 

T 7*2 ^2 

Daraus folgt: 

[39] Wenn nun cp den Winkel dr, dw' bezeichnet, so ist 
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dr ^' ^^" 2 

= tg5P, 



2 + 272 cos - 

nnd weil die Elektricität auf A sich im Gleichgewichte 

befindet, wird die Kraft, mit welcher ein unendlich nahes 

Theilchen p' abgestossen wird, längs dw' gerichtet sein: der 

dV 
Werth dieser Kraft ist aber — -z — -, , und mithin ihr Betrag 

dV' 
in der Kichtung des Radius r gleich — -r— 7 cos (p , mit der 

Tendenz die Entfernung zu vergrössem. Letztere Grösse ist 

dV' 

auch gleich 3 — und deshalb 

ar 

dW dW 

wo die horizontalen Striche, wie früher, Oberflächenwerthe 

(dV^\ 
-j—j- 1 , der aus dieser Glei- 
chung sich ergiebt, ist folgender: 

i/~ ^ 
dV' -IrfF' 1 /2a , 2;fc2cosö\ 2ay2cos- 

dw' cos q) dr cos y l r^ r^ I r^ cos qp 

Setzt man diesen Ausdruck in den für g ein, wie er vorhin 
mitgetheilt war, so folgt: 



? = 



4 7t dvJ 2 Ttr^ cos g) 



Wenn Q die der Fläche mitgetheilte Elektricitätsmenge ist, 
so geht die Bedingung 

Q 

^ = Ä F" (wo JB sehr gross ist) , 

da hier r für i2 substitnirt werden kann, weil es von einem 
innerhalb der Fläche befindlichen Punkte aus gemessen worden 
ist, über in: 

08twald*8 Klassiker. 61. 5 
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Q 2aÄ . , , Q 

— = , d. h. h = —— ' 

r r 2a 

Jetzt finden wir den strengen Werth von q für die Flächf 

deren Gleichung r = — 1 1 +>^2 cos - j , und deren Ladnn( 

Q bekannt ist, indem wir für r und h die soeben entwickeitel 
Werthe einsetzen: 



Q = 



ß 

Q'a^V2 cos- 



/J\2 

1 +V2 cos ~| 



üeberdies wird der Werth der Potentialfunction für den Punkt 
p'j dessen Polarcoordinaten r, undttT sind: 

40] hV' = -'\ — 2— • 

Aus diesem Ausdruck können wir sofort die auf einen ausser- 
halb A liegenden Punkt p* wirkenden Kräfte ableiten. 

Beim Verfolgen der Fläche A erstreckt sich von bis tt, 
und tsr von bis 2 7t: construirt man also die Curve, deren 
Gleichung 

r= -(1+1/2 cos-), 

so ist einleuchtend, dass der Theil um den Punkt P herum, für 
den d = 7t ist, sich continuirlich einem Kegel nähert, dessen 
Spitze in P liegt ^o)^ und da die elektrische Dichtigkeit in P 
gleich Null ist, so können wir für das vorliegende Beispiel 
folgenden allgemeinen Schluss ziehen: Besitzt irgend eine Fläche 
eine nach innen gerichtete konische Spitze, so ist beim Gleich- 
gewicht die elektrische Dichte an dieser Spitze gleich Null; es 
findet das genau entgegengesetzte Verhalten statt, wenn die 
Spitze nach aussen gerichtet ist, da alsdann die Dichtigkeit auf 
derselben unendlich gross ist.*) 



*) Seitdem dieses niedergeschrieben wurde, habe ich Formeln 
gefunden, um ganz allgemein die elektrische Dichtigkeit in der 
Nähe einer Kegelspitze O auszudrücken, die einen Theil eines 
Rotationskörpers mit derselben Axe bildet. Aus denselben folgt, 
dass beim einwärts gerichteten Kegel die elektrische Dichte eines 
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Als zweites Beispiel wählen wiF für V den von einer 
gleichförmig mit Elektricität bedeckten geraden Linie erzeugten 
Werth der Potentialfunction. Es sei 2 a die Länge dieser 
Linie, y die aus irgend einem Punkte p' auf dieselbe gefällte 
Senkrechte, x die Entfernung des Fusspunktes dieser letzteren 
bis zur Mitte der Linie .und x' die Entfernung des Elementes 
dx' der Linie bis zu demselben Punkte: da alsdann dx' als 
Maass der Ladung dieses Elementes zu betrachten ist, so ^ird 
der Werth von V 



-=/ 



^^^ —1.^ a-x + V y^ + (a^x)\ 

yy^+ [x — xy — a — x + Vy^ + {a + x)'^ ' 



da das Integral zwischen den Grenzen x^ = — a und a:' = + a 
zu nehmen ist. Setzen wir dieses gleich einer Constanten b, 
so erhalten wir für die' Gleichung der Fläche A: 



a — x + Vy^ + {a — x)^ , 

— a — ^+yy^+ [a -{-x)^ 

welche, umgerechnet, ergiebt ^^) : 

=y2(J2_ 1)2^^245(J_1)2_^24J(J^ 1)2. 

[41] Wir ersehen hieraus, dass die Fläche ein durch Rotation 
einer Ellipse um ihren grössten Durchmesser entstandenes 
Sphäroid ist; die halbe grosse Axe ist 



der Spitze nahen Punktes p proportional r^-i ist, wenn r gleich 
ist der Strecke Op und der Exponent n so gross, dass er sehr 
nahe der Gleichung (4n+2)^ = Stt genügt, wo 2/9 den Winkel an der 
Spitze des Kegels misst. Wenn 2/9 > tt, so ist die Spitze nach aussen 
gekehrt, und ist der (Jeberschnss nicht sehr bedeutend, so hat n 
noch den obigen Werth: wächst dagegen 2^ bis 27r — 2/, wo nun- 
mehr 2y den nach aussen gerichteten Kegel wiukel misst, und ist 

2 
2y sehr klein, »o wird n bestimmt durch die Gleichung 2n log — = 1 ; 

7 
und wenn der Leiter eine Kugel ist mit dem Radius b, auf welcher 

P die mittlere Dichtigkeit der Elektricität bedeutet, so ist letztere 

nahe der Spitze durch die Formel 



2Pbn 



(T' 



(«4-6) r 

bestimmt, wo a die Länge der Kegelkante darstellt. 

5* 
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and die halbe kleine Axe 

2Vb 



a 



b—\ 



Durch Differentiation des soeben erhaltenen Werthes von 
V und Substitution des Werthes von y an der Oberfläche ^ 
erhalten wir 

_ _ i— ^ 

dV b + \ _ —2aßx 

dx ~ lb+ 1\2 ^ M_ i\2 — ß^—a^x^ ' 



m)"-(i^) 



X 



2 



Schreiben wir (p für den Winkel zwischen dx und dw\ so 
kommt: 



_ V^4 _ gl^l 

cosqp — ay 2xYb ^ \ö — 1/ yx ' 



)sqp — rfy 2xVb ^ \* — 1/ 



wo c?^ ein Element der erzeugenden Ellipse ist. Mithin haben 
wir, wie im vorigen Beispiele: 



^' = _!_.^ = -2g/? . 31a) 

dw' cosqp dx yVß^ — a^x^ 

Auf der Oberfläche wird daher jetzt der allgemeine Werth 
von Q 

— hdV' ahß 



4:7t dw' 27tyyß^ — d^x^ ' 
und die Potentialfunction für einen Punkt p' ausserhalb A: 



— a — x+ Fy2 _(_ (a + xy^ 

Lassen wir jetzt x und y beide unendlich werden, so dass 
der Punkt p' in unendliche Ferne gerückt ist, so wird 32): 



[ 
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und daher ist die Bedingung für h, ausgedrückt durch die 

Liadnng Q der Fläche , da R gleich Vx'^ + y^ gesetzt 
werden kann: 



Diese Resultate unserer Analyse stimmen mit dem längst be- 
kannten Gesetze der Yertheilung der Elektricität auf einem 
Spbäroide überein, wenn Gleichgewicht herrscht, 

(13.) Im Vorhergehenden haben wir uns auf vollkommene 
Leiter beschränkt. Jetzt wollen wir ein Beispiel für die An- 
wendung unserer allgemeinen Methode auf einen unvollkom- 
menen Leiter geben, ein Beispiel, welches noch überdies des- 
halb [42] von Interesse ist, weil es magnetische Erscheinungen 
zu deuten gestattet, welche durch Rotation von Körpern unter 
dem Einfluss des Erdmagnetismus hervorgerufen werden. 

Wenn irgend ein Rotationskörper sich um seine Axe 
dreht, so soll untersucht werden, was geschehen wird, wenn die 
Substanz desselben nicht gut leitet, und wenn er unter dem 
Einfluss einer constanten elektrischen Kraft steht, die einer 
gegebenen Richtung im Räume parallel wirkt, während der 
Körper zuvor unelektrisch war. 

Es bezeichne ß die Coercitivkraft des Körpers, die wir 
uns analog der Reibung vorstellen wollen, so dass der elek- 
trische Zustand des Körpers sich nicht ändert, so lange die 
auf ein Theilchen wirkende Kraft kleiner ist als /?, dass aber 
eine Aenderung eintritt, sobald sie die Kraft ß übertrifft. 

Zunächst mag die constante elektrische Kraft, die wir b 
nennen wollen, parallel einer senkrecht zur Axe gerichteten 
Linie auftreten; ferner sei diese Linie die Axe der x^ die 
Rotationsaxe sei die der 2, und y die dritte rechtwinkelige 
Coordinate eines Punktes p^ der innerhalb des Körpers fest 
im Räume sei. Wenn dann zu irgend einer Zeit der von 
der Ladung des Körpers und der äusseren Kraft erzeugte 
Werth der Potentialfunction für denselben Punkt p gleich V 
ist, so wird 

bx ^-V 

derjenige Theil sein, der von dem Körper selbst in eben diesem 
Zeitmomente herrührt: denn — 5^ ist die Potentialfunction der 
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Constanten Kraft i, die in der Richtung der x wirkt und die 
Entfernung zu vergrössern sucl^t. Setzen wir nun: 

5; = r cos ö, a; = r sin ö cos bj, y = r sin ö sin ts\ 

wo der Winkel vs mit der Richtung der Umdrehung anwächst, 
so wird der vom Körper selbst stammende Antheil gleich 

br sin ö cos w + V. 

Wenn wir den Werth der Potentialfunction V in irgend 
einem Momente als gegeben betrachten, so ergiebt sich der 
Werth für das nächste Zeittheilchen durch die Ueberlegnng, 
dass, während der Körper um den unendlich kleinen Winkel 
dm rotirt, die in ihm enthaltene Elektricität zunächst mit ihm 
fest verbunden bleibt, nachher aber sich so lange bewegt, bis 
die auf sie wirkende Kraft mit der Coercitivkraft im Gleich- 
gewicht ist. 

Nun wird der Werth der Potentialfunction in p^ der von 
dem Körper herstammt, nachdem derselbe (bei ruhender, fixirter 
Elektricität) sich um den Winkel dTü fortbewegt hat, offenbar 
dadurch erhalten, dass man im vorhergehenden Ausdrucke m 
in er — d'CS verwandelt; er ist mithin gleich 

dV 
br sin i^o^xs -{-V + br sin sin xs dm — -y— dxs ; 

wenn wir nun den Theil — bx = — Ar sin 6 cos er, der von 
der äusseren Kraft herstammt, hinzu addiren, und x, y etc. 

wieder einführen, so kommt, da -7— = — y-^ — hx-rr— ist, 

' ' dm ^ dx dy ' 

j, , . l. , dV dV\ 

für den Werth der totalen Potentialfunction am Ende des näch- 
sten Zeitmomentes, während die Elektricität noch als ruhend 
vorausgesetzt wird. Jetzt brauchen wir nur zu bestimmen, 
was hieraus wird, wenn wir der Elektricität eine Bewegung 
einräumen, die so lange andauert, bis alle auf innere Punkte 
wirkenden Gesammtkräfte, [43] die jetzt die Coercitivkraft um 
eine unendlich kleine Grösse übertreffen mögen, wieder zum 
Gleichgewicht gebracht sind. Ist dieses geschehen, so sind wir 
im Stande, vom Anfangsstadium des Körpers ausgehend, 
successiv für jeden folgenden Augenblick seinen Zustand zu be- 
stimmen. Da aber aus der Art des Problemes hervorgeht, dass 
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t^der Körper, während der Rotation, sehr schnell ein permanentes 
\ Btadiuin erreicht, in welchem der Werth von V in der Folge- 
zeit unverändert bleibt und unabhängig vom Anfangswerthe, 
; so wollen wir uns hier auf die Bestimmung dieses permanenten 
[fitadiums beschränken. Betrachtet man die aus der neuen 
Potentialfunction, deren Werth soeben mitgetheilt war, her- 
stammenden Kräfte, so ist es einleuchtend, dass in diesem 
Falle die Elektricität im ganzen Inneren des Körpers in Be- 
wegung sein wird, dass mithin 



^•=(fr-H(fr+( 



dV\^ 



dy I \dz I 

ist, welche Gleichung besagt, dass die totale Kraft, die ein 
Theilcheh p zu bewegen strebt, genau gleich ist der Coercitiv- 
kraft ß. Können wir jetzt einen Werth von V angeben, der 
dieser Gleichung genügt, und der so beschaffen ist, dass er sich 
von selbst wieder erneuert, nachdem die zur neuen totalen Poten- 
tialfunction (Art. 7) gehörende Elektricität ihr Gleichgewicht 
mit der Coercitivkraft hat finden können, so ist solches offenbar 
der gesuchte Werth, da die übrige Elektricität genau im 
Gleichgewicht ist mit der äusseren Kraft b und deshalb hier 
vernachlässigt werden darf. Um dieses möglichst bequem 
auszuführen, nehmen wir zwei neue Axen an X' und Y', 
die mit den früheren X und Y den Winkel y bilden; alsdann 
wird der vorhin gegebene Werth der neuen Potentialfunction 
werden : 

(dV dV\ 

by' cos y -f bx' sin y -}- y' ^ — x' -^\ , 

welche, wenn V = ßy' gesetzt und y durch die Beziehung 
= J sin y — ß bestimmt wird, sich auf y'{ß+b cos ydvg) 
reducirt. Beachtet man jetzt die in Bezug auf die Ebene 
= y' vorhandene symmetrische Vertheilung der Elektricität, 
die zu dieser Potentialfunction gehört, so ist es einleuchtend, 
dass nach Eintritt des Gleichgewichtes der Werth von V auf 
jener Ebene (0 = y') gleich Null sein muss : eine Bedingung, 
welche mit der vorhin gegebenen partiellen Differentialgleichung 
zusammen vollkommen hinreicht, den Werth von V für den 
nächsten Moment vollständig zu bestimmen, und dieser Werth 
von V ist: 

V= ßy'. 
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Somit Beben wir, dasB der angenommene T 
Ende des nächstfolgenden Momentes sich e 
hat, daher ist es derjenige, der dem pem 
entspricht. 

Wäre der ELOrper ein vollkommener Le 
hatte V offenbar den Werth Kall haben mtt 
war vorausgesetzt ftlr den nrsprQnglioben 2 
fanden, ist daher der Kotation und der Co 
schreiben, und wir sehen, dass ibre Wirkm 
den EOrper in der Richtung der positiven i^ 
einer Richtung, die den Winkel ^7r-{-y mit der der constanten 
Eraft b bildet; der Orad von Polarisirnng ist genau derselbe, 
wie er [44] dnrch eine Kraft ß hervorgernfen würde, die 
eben dieser Richtnng auf einen vollkommen leitenden Kör 
derselben Dimension wirkte. 

Bisher hatten wir eine cODStante Kraft vorausgesetzt, 
parallel der Aeqaatoreatebene des Körpers wirkte; welches i 
aber auch ihre Richtung sei, wir können sie stets in z' 
Componenten zertheilen, deren eine gleich b wie znvor pars 
dieser Ebene, während die andere darauf senkrecht geriet 
ist und daher offenbar den Werth von V nicht beeinfiasst, 
da ein solcher von der Coeroitivkraft herrührt und auch unter 
dem EinfluBS der neuen Kraft gleich Null bliebe, wenn der 
Körper ein vollkommener Leiter wäre.^^) 

Da wir den Werth der Potentialfnnction , der an der 
Körper Oberfläche in Folge der Rotation entsteht, kennen, ao 
kann sein Betrag für den ganzen äusseren Ranm als bestimmt 
gelten (Art. 5); und wenn der Körper eine feste Kngel ist, 
so kann man den analytischen Änsdrnck fOr diese Function 
angeben; denn ea geht {nach Art. 7) ans dem soeben mitge- 
theilten Wertbe von V hervor, dass selbst im gegenwärtigen 
Falle alle Elektricitftt sieh auf der Obei-fläehe befinde wird; 
und im 10. Artikel ist gezeigt worden, dass, wenn der Werth 
der Föten tialf unction für den Punkt innerhalb einer Kugelfläche 
mit dem Radius a durch 



dargestellt wird, der Werth fflr einen äusseren Punkt in der 
Verlängerung von r, in der Entfernung r vom Centrum gleir' 
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ist. Wir sahen aber, dass der Werth von V zufolge der 
Rotation für den Punkt p gleich 

wo ff den Winkel darstellt, den der Strahl r mit der Axe der y' 
bildet; daher wird der entsprechende Werth für den Punkt jp': 

-^, ßd^ cos 6' 

Hieraus finden wir unmittelbar durch Differentiation den 
Werth der Kräfte, die auf ein Theilchen ausserhalb der Kugel 
wirken, und die durch die Botation der letzteren entstehen; 
wenn wir aber die gesammten Kräfte bestimmen wollten, die 
von der Kugel herrühren, so müssen wir zu dem soeben ge- 
fundenen Werthe der Potentialfunction noch den Theil hinzu- 
fügen, der durch die Wirkung der constanten Kraft auf die 
Kugel entstehen würde, wenn dieselbe vollkommen leitete und 
nicht rotirte34), und wir erhalten den Werth genau in der- 
selben Weise wie vorhin. Denn sei y die constante Kraft und Q'* 
der Winkel zwischen r und einer Linie parallel f^ so wird die 
von derselben erzeugte Potentialfunction im Punkte p gleich 

— r/cose" 

sein, und mithin muss der Theil, der durch diejenige Elek- 
tricität erzeugt wird, die durch ihre Wirkung inducirt wird, 
gleich 

+/r cos Ö" 

sein, weil ihre Summe Null ergeben muss. Der entsprechende 
Werth für den Punkt p\ ausserhalb der Kugel, ist deshalb 
gleich 

fa? cos e" 

[45] fügt man dieses zu dem zuvor gefundenen Werth von V 
hinzu, so erhält man den Betrag der totalen Potentialfunction 
für den Punkt p\ soweit derselbe von der Kugel herstammt. 
Wir werden in den Anwendungen auf die Theorie des 
Magnetismus sehen, dass die Besultate dieser unserer Theorie 
im Allgemeinen sehr nahe mit denen stimmen, die man auf 
Grund der Annahme erhalten hat, das magnetische Fluidum 
könne sich frei von einem Theile eines magnetischen Körpers 
zum andern bewegen ; wenigstens in Körpern, deren magnetische 
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Ei#fte einen hoben Betrag erreichen kOnnen, wie z. B. Ni' 
und Bisen ; der Fehler bei letzterer Annahme ist nnr von 
Ordnung 1 — g\ wo (/ eine Constante iat, die von der N; 
des Körpers abhängt, und die in solchen, die soeben erwi 
wnrden, sehr wenig von der Einheit abweicht. Es ist di 
klar, dasg, wenn ein Rotationskörper ans Eisen sich lang 
nm seine Axe dreht, während er dem £inflnsse f des 1 
magnetismus ausgesetzt ist, der Akt der Umwälzung mitsai 
der Coercitivkraft /S des Körpers eine neue Polarität bewii 
wird, deren Richtung und Betrag sehr nahe ebenso g 
ausfällt, wie vorhin ermittelt ward. Wenn man f in : 
Componenten zertheilt angenommen bat, deren eine, gleid 
in des Körpers Aequatorebene fällt, während die andere s< 
recht zu dieser Ebene steht, und wenn /? sehr klein im ^ 
gleich zu h iat, so wird auch der Winkel y sehr klein 
und die Richtung der neuen Polarität wird nahe rechtwint 
zur Richtung von b stehen, ein Resultat, das durch \ . 
Versuche bestätigt worden ist: aber unsere Analyse lehrt 
überdies noch, dass, wenn h hinreichend klein ist, der Winkel 
y merklich werden kann, und alsdann wird die Richtung der 
neuen Polarität mit der von h den Winkel ^it-^y bilden, 
wo y durch die Beziehung 

ß 
,my = ^ 

bestimmt ist. Dieses 6 kOnnte leicht expeiimentell mittelst 
einer soliden eisernen Kugel geprüft werden. 

Die Werthe der durch Rotation des Körpers inducirtea 
Kräfte, die in dem Räume ausserhalb des Körpers beobachtet 
werden können, kann man erhalten, indem man den vorhin 
angegebenen Werth von V differentiirt, und man wird eine 
Uebereinstimmnng mit Herrn Barlow's Versuchen finden (Phil. 
Ti-ans. 1S25], in der Voraussetzung, dass ß sehr klein sei. 

Da in letzter Zeit die experimentelle Erforschung der bei 
rotirenden Körpern sich zeigenden magnetischen Erscheinungen 
die Aufmerksamkeit verschiedener ausgezeichneter Gelehrten 
erregt hat, so mag es gerechtfertigt erscheinen, den Gegen- 
stand allgemeiner zu behandeln, denn wir können in solcher 
Weise nicht bloss die vorhergehende Analyse bestätigen, 
sondern wir werden nachweisen können, mit weichet 6e- 
Bchwindigkeit der Körper dem permanenten Zustande sich 
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nähert, wie solcher im vorhergehenden Theile dieses Artikels 
zu bestimmen versucht wurde. 

Zu dem Zwecke wollen wir einen Körper A fest im Räume 
uns vorstellen unter dem Einflüsse elektrischer Kräfte, die 
nach einem gegebenen Oesetz variiren ; alsdann wollen wir den 
elektrischen Zustand des Körpers nach Ablauf einer gewissen 
Zeit zu bestimmen suchen, von der Kenntniss des Anfangszu- 
standes ausgehend ; dabei werde stets vorausgesetzt, es existire 
im Körper eine constante Coercitivkraft. Um dieses Problem 
möglichst allgemein zu lösen, unterscheiden wir diejenigen 
Theile des Körpers, wo das Fluidum ruht (weil die dort 
wirkenden Kräfte kleiner als die Coercitivkraft sind) , von 
denen, wo dasselbe in Bewegung ist; diese Theile werden über- 
dies sich fortwährend ändern, und dadurch wird das Problem 
sehr verwickelt; wenn wir indessen den Anfangszustand so 
wählen, dass die gesammte ein Theilchen p (innerhalb A) be- 
wegende Kraft, wie sie vom elektrischen Zustande des Körpers 
und von äusseren Kräften herrührt, genau gleich der Coercitiv- 
kraft ß ist; wenn wir ferner annehmen, dass eine Aenderung 
in den äusseren Kräften stets so beschaffen ist, dass, wenn die 
Elektricität [46] während des nächsten Zeittheiles in Ruhe ver- 
harrt, die totale Kraft nie kleiner als ß wird ; dann wird das 
Problem gefügiger und besitzt noch einen grossen Grad von 
Allgemeinheit. Denn in diesem Falle wird, wenn das Fluidum 
beweglich ist, die ganze Kraft, die bestrebt ist, ein Theilchen 
p (innerhalb A) zu bewegen, in jedem Augenblick genau 
gleich der Coercitivkraft sein. Wenn nun x, y, z die Coor- 
dinaten von p sind und V der Werth der totalen Potential- 
function zu einer Zeit f, so wie er vom elektrischen Zustande 
des Körpers und von äusseren Kräften bedingt wird, so haben 
wir die Gleichung: 

M^hmn^r «. 

deren allgemeines Integral auf folgende Weise gefunden werden 
kann: 

Man nehme den Werth von V^ beliebig auf irgend einer 
Fläche S an; sie sei eben oder gekrümmt; man wähle drei 
rechtwinkelige Coordinaten w, w\ vi\ deren Anfangspunkt in 
einem Punkte P auf S liege : die Axe der w stehe senkrecht 
auf 8^ und die der w\ w" liegen in ihrer Tangentialebene. 
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dV dV 

Alsdann werden die Werthe von ^— , nnd -7—« in dem Punkte 

dw dw 

dV 
P bekannt nnd der Werth von ^— wird bestimmt sein durch 

dw 

die Gleichung: 

\dw)^\dw')^\dwl ^ ' 

welche nur eine Transformation der obigen ist. 

Nehmen wir nun einen andern Punkt P, an, dessen Coor- 

dinaten parallel diesen Axen gleich ,- , -1—7 , -rr— r. sind, und 

dw ' dw^ dw 

ziehen eine gerade Linie L von P nach P,, so wird der 

Werth von V in einem Punkte p auf L ausgedrückt sein 

durch: 

wo X die Distanz Pp längs der Linie L misst, wachsend in 
der Richtung PP,^ und wo F^ der in P gegebene Werth. 
von V ist. 3^) Denn es ist unschwer einzusehen, dass der in 
dieser Weise gebildete Werth von V der Differentialgleichung (a) 
genügt und ihr allgemeines Integral ist; überdies sind die 
Linien i, i', U etc., die zu den Punkten P, P', P" etc. 
auf S gehören, offenbar diejenigen, längs welchen die Elek- 
tricität sich zu bewegen strebt, und in welchen sie sich im 
folgenden Zeittheile bewegen wird. 

Es mag nun V+ DV den Werth darstellen, den V am 
Ende der Zeit t-^ dt annimmt; substituiren wir denselben 
für V in Gleichung (a), so erhalten wir: 

— — ^^^ 1.^^ e^2>r dV dPV 
dx dx dy dy dz dz 

Wenn wir ferner mit Z>' V die Zunahme der Potentialfunction 
bezeichnen, wie solche durch die stattgehabte Aenderung der 
äusseren Kräfte während der Zeit dt bedingt ist, so wird 

DV—D'V 

die Zunahme der Potentialfunction sein, die in Folge der ent- 
sprechenden Aenderungen Dq und Dq' der elektrischen Dich- 
tigkeiten auf der Fläche A und innerhalb derselben eintritt, und 
welche aus D V — D' F'nach Art. 7 erhalten werden kann. Aber 
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nach der bekannten Theorie der partiellen Differentialglei- 
chnngen wird der allgemeinste Werth von DVj der der 
Gleichung (b) genügt, constant sein längs einer jeden der Linien 
Jjy L\ LI' etc., doch kann er beliebig variiren von einer der- 
selben zur andern 3^): [47] da nun auch im Zeittheilchen dt die 
Elektricität sich längs diesen Linien bewegt, so wird offenbar die 
ganze Elektricität in einer dünnen Nadel, die sie bildet, und 
die auf der entgegengesetzten Fläche von A endet, gar keine 
Veränderung in diesem Zeittheilchen erfahren.^^) Folglich ist: 

=jDQ'dv + Dqda + DQ,da, (c), 

-wo dv ein Volumenelement der Nadel, und da, da, die beiden 
Elemente auf der Fläche A , von welchen die Nadel begrenzt 
ist. Diese Bedingung, mitsammt der Gleichung (ö), genügt 
YoUkommen, den Werth von Z>F" zu bestimmen, und so er- 
halten wir den Werth der Potentialfunction V+DVj zur 
Zeit t-^-dtj wenn der Werth V zur Zeit t bekannt ist 

Als Anwendung dieser allgemeinen Lösung nehmen wir 
an, A sei ein Rotationskörper, dessen Axe zugleich die der 
z sei, und es mögen die beiden anderen Axen X, Y, die in 
den Aequator fallen, im Räume fest sein. Wenn nun die 
äusseren elektrischen Kräfte der Art sind, dass sie auf zwei 
reducirt werden können, deren eine, gleich c, parallel z wirke, 
während die andere, gleich i, einer in der Ebene xy liegenden 
Linie parallel ist, und wenn wir den variablen Winkel dieser 
Linie mit der X-Axe mit q) bezeichnen; so ist der Werth 
der Potentialfunction zufolge der äusseren Kräfte gleich 

— zc — xb C0& q) — yb sm q)] 

wo b und c constante Grössen sind und q) mit der Zeit sich 
ändert und zwar fortwährend wächst. Es sei zur Zeit t der 
Werth 

V= ß[x cos tBf + y sin xs) : 

alsdann bildet das System der Linien 2/, 2/', L" den Winkel 
w mit der Ebene [xz] und steht senkrecht zu einer anderen 
Ebene, deren Gleichung 

= a: cos tar + y sin «fr . 

Wenn während der Zeit dt^ q) in q) + Dq> übergeht, so 
wird die Zunahme der Potentialfunction in Folge der Aende- 
nmg in den äusseren Kräften gleich sein: 
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iyV={xAnq) — y cos q>) bD(p ] 

ausserdem wird Gleichung (b) jetzt: 

dDV ^ . dDV ,,,. 

= cos vs-^ + sin vs -^ (* ) ; 

und mithin ist der allgemeine Werth von DV\ 

DV= DF(y cos tar — x sin o^, «) ; 

wo DF das Zeichen ist für eine unendlich kleine willkürliche 
Function. Vorhin war aber bemerkt, d^ss der Werth von 
DV vollkommen bestimmt ist, wenn er der Gleichung [h] und 
der Bedingung [c) genügt. Setzen wir also: 

DF[y cos tar — a: sin ox, «) = h {y cos c^ — x sin ts)Dq> ; 

wo h eine von x, y, z unabhängige Grösse ist, und sehen 
wir zu, ob es möglich sein wird, h so zu bestimmen, dass es 
der Bedingung (c) genüge. Auf Grund dieser Voraussetzung ist 

DV — D'V=h(ycoBtS'-xBmm)Dq>^{x8\nq) — yGOsq))bDq) 
= {y{h cos tar -[- 5 cos (p) — x[h sin er + ^ sin q))}D(p. 

[48] Der dieser Potentialfunction entsprechende Werth von 
Dq' ist nach Art. (7) 3») : 

und weil die Linien X, L' etc. einander und dem Aequator 
von A parallel sind, ist da = da,. Mithin geht die Be- 
dingung (c) über in 

= Dq + Dq, (c') ; 

Dq und Dq' sind die Dichtigkeitselemente auf der Oberfläche 
von A an entgegengesetzten Enden einer jeden der Linien 
L, LI etc., der Potentialfunction DV — D'V entsprechend. 
Aus der Form dieser Function ist aber leicht zu erkennen, 
dass diese Dichtigkeitselemente an entgegengesetzten Enden 
einer Linie, die senkrecht steht auf einer Ebene, deren Glei- 
chung: 

= y(Ä cos e«r + J cos qp) — x[h sin t«y + J sin q!) 

ist, alle einander gleich sind und von entgegengesetzten Zeichen, 
und daher wird die Bedingung [c) dadurch erfüllt, dass diese 
Ebene mit derjenigen zusammenfällt, die senkrecht auf £, Z/'etc. 
steht und deren Gleichung, wie vorhin bemerkt wurde, 
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= X cos «ar + y sin tar 

ist; d. h. die Bedingung {c) wird erfüllt, sobald h ans der 
Beziehung 

h cos zff -{- b cos qp A sin tar + 6 sin qp 

sin m cos üs 

bestimmt wird, welche durch Eeduction übergeht in: 

== A 4- & cos (qp — GJf) , 
wodurch 

V-^ DV = ß[x cos CT + y sin m) + Ä(y cos tsr — x sin crjDqp 
= /Jiri cos er + — sin zgr cos (qp — i«r) Z)y > 

+ /?y 1 sin CT — — cos er cos {(p — m)D(p\ 

= ßx cos Itsf — 3^ cos (9? — tar) 2>g? }• 

+ ßy sin< tiT — -^ cos (9) — m)Dcp > 

wird. Wenn also (jp um den unendlich kleinen Winkel Dcp 
anwächst, so erhält tn das entsprechende Increment 

— "ö cos (9p — üf)D(py 

während V unverändert bleibt; die vorstehende Ueberlegung 
ist somit auf jeden Moment anwendbar, und die allgemeine 
Beziehung zwischen (p und m ist ausgedrückt durch: 

= Dtar 4. - cos (y — w)Dcp ; 

eine gewöhnliche Differentialgleichung, welche, integrirt, er- 
giebt »9) : 

jf ^y.ot.y^ sin(|7r--^y + igy — ^qp) , 

sin (l/r + iy + ior — |^qp) ' 

wo H eine willkürliche Constante ist und y, wie im ersten 
Theile dieses Artikels, die kleinste Wurzel diar Gleichung 

= 5 sin y — ß. 
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[49] Es seien xsSq und q)^ die Anfangswerthe von m nnd q); 
alsdann wird die Potentialfnnction im nächsten Moment, wenn 
das elektrische Flnidum fest bleibt, den Werth 

V, = ß[z cos WQ + y sin xSq) + [x sin q>{i—y cos q)Q)bDq> 

haben, und die ganze ein Theilchen p, mit den Coordinaten 
Xj yj Zj bewegende Kraft wird gleich 



welche, damit unsere Lösung anwendbar sei, nicht kleiner 
als ß sein darf; mithin muss der Winkel q)Q — tSq zwischen 
und 7C liegen ; ist dieses der Fall, so ist im Vorhergehenden 
& unmittelbar durch q) bestimmt. In der That, wenn wir 
den Werth von H aus den Anfangswerthen tffQ und g)^ be- 
rechnen und ^ = i^ + iy + ^w — ^q) setzen, so kommt 



tg^ = 



tg Co 



g(y-9o)cotgy + tg y tg Co {e^V-V)^^Y i) ' 

WO Co ^^^ Anfangswerth von C ist. 

Wir haben im letzten Theil dieses Artikels den Körper A 
als ruhend angenommen und die Linie X', parallel der Rich- 
tung von S, als um ihn sich drehend; wenn wir aber jetzt, 
wie im früheren, die Linien unbeweglich und den Körper in 
entgegengesetzter Richtung sich herumbewegend denken, so 
dass die relative Bewegung von X' zu X ungeändert bleibt, 
so wird der elektrische, auf die Axen X, Y, Z bezogene 
Znstand des Körpers, der offenbar nur von dieser relativen 
Bewegung abhängt, mithin unverändert bleiben, um den- 
selben auf Grund dieser Voraussetzung zu bestimmen, sei z' 
eine der Coordinaten von p, bezogen auf die rechtwinkeligen 
Axen X', T', Z, und y, z die beiden anderen ; die Richtung 
X', y ist die der Rotation von A. Wenn ferner m' den 
Winkel misst, den das System der Linien X, L' etc. mit der 
Ebene [x^y z) bildet, so haben wir: 

er + t«y' = qp ; 

wo q), wie vorhin, den von den Axen X, X' eingeschlossenen 
Winkel bedeutet. Femer werden die allgemeinen Werthe von 
V und C folgende sein : 

V= ß[x cos w' + y' sin w'] und C = i^ + 4y — i^r' , 
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und die Anfangsbedingung wird, damit unsere Lösung an- 
wendbar werde, lauten: 

5p0 — tffQ = ts^Q = einem Werthe zwischen und 7t. 

AJs Beispiel sei tg y = -— , denn aus Versuchen wissen 

wir, dass y stets klein ist; nehmen wir alsdann den ungün- 
stigsten Fall an, dass t<r'o = sei, und femer, dass der Körper 
nur eine Umwälzung vollführe, so wird der Werth von ^, 
wie er durch den Anfangswerth Co = i^ + iyo — i®^o be- 
stimmt wird, sehr klein werden, nämlich gleich einer Einheit 
in der 27. Stelle. Daraus erkennen wir die rasche Abnahme 
von C, nnd mithin nähert sich der Körper einem stationären 
Zustande, der durch die Gleichung 

definirt wird. [50] Die durch die Rotation indueirte Polarität 
ist also schliesslich nach einer Linie gerichtet, die einen Winkel 
^Tt-^-y mit der Axe X' bildet, und das stimmt mit dem 
überein, was im ersten Theile dieses Artikels schon erwiesen 
ward. 

Ist der Werth von V an der Oberfläche des Körpers für 
irgend einen Moment bekannt, so wird der Werth der Poten- 
tialfunction in einem Punkte p\ ausserhalb des Körpers, sammt 
den daselbst wirkenden Kräften genau ebenso bestimmt, wie 
zuvor. 
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Anwendimg anf die Theorie deb miiguousuiu». 

(14.) Dae elektriache Flaidnm echeint frei vod einem Tlieile 
eines conti nnirlichen Leiters zu sndereo sich bewegen kd 
können, aber das ist keineswegs der Fall beim magnetischen 
Flaidum, selbst im Hinblick anf solche Substanzen, welche in 
gewissem Sinne als vollkommene Leiter des Magnetismus an- 
gesehen werden müssen, weil sie augenblicklich in ihren 
natflriicben Zustand zurückkehren, sobald die den* Uagnetismus 
indncirenden Kräfte schwinden. Coulomb war, wie ich glanbe, 
der erste, der diese Substanzen als aus einer unendlichen Zahl 
von Theilcben lusammengesetzt zu denken vorschlug, welche mit 
voller Freiheit das magnetische Fluidum zu leiten vermSgen, 
die aber so beschaffen seien, dass eine Communication zwischen 
einem Theilcben und seinem Nachbar in keiner Weise statt- 
finden kOnne. Diese Hypothese ist jetzt allgemein von den 
Forschem angenommen worden, nnd die bisher aus derselben 
gezogenen Consequenzen scheinen mit der Beobachtung zn 
stimmen; wir werden dieselbe deshalb dem Folgenden zu 
Grunde legen und mathematisch die Gesetze der Vertheilung 
des Magnetismus in Körpern beliebiger Gestalt entwickeln. 

Zunächst wollen wir den Werth der Potential function auf- 
zustellen versuchen, der von einem, durch Wirkung constanter, 
einer gegebenen Linie pai'alleler Kräfte in einem sehr kleinen 
Körper A induoirten magnetischen Zustande erzeugt wird; 
der Körper sei aus einer unendlichen Zahl von Theilchen 
zusammengesetzt, die alle vollkommene Leiter des Magnetismus 
sind und anfänglich in einem natürlichen Zustande sich be- 
finden. Um möglichst unmittelbar den Art. (6) anwenden zu 
können, sollen die Kräfte von einer unendlich grossen Menge 
Q magnetischen Fluidums herstammen, welches in einem 
Punkte p auf dieser Linie in unendlicher Entfernung von A 
concentrirt gedacht wird. Es befinde sieh ferner der An- 
fangspunkt der Cooidlnaten irgendwo innerhalb A, nud 
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wenn x^ y^ z zum Punkte j», und x\ y', z' zu irgend einem 
äusseren Punkte p' gehören, auf welchen die von A erzeugte 
Potentialfnnction sich bezieht, so werden wir haben (vide M6c. 
G€\. Liv. 3): 

U^^) W) Z7(2) 



^ 



wo r' = Va;'24-y'^+2'2 die Diatanz Op' darstellt. 

[51] Da femer die Gesammtmenge magnetischen Fluidums 
in -4 gleich Null ist, so ist U^^^ = 0. Es sei nun r' sehr gross 
im Vergleich mit den Dimensionen des Körpers, alsdann sind 

r/(i) 

alle Glieder, die auf — t^- in vorstehendem Ausdrucke folgen, 

sehr klein im Vergleich zu diesem ; wir erhalten daher, wenn 
wir sie vernachlässigen und für U^^^ seinen allgemeinsten 
Werth einsetzen: 

m^ _ Ax' + By' + Cz' , 

wo 4, 5, (7 Grössen sind, die von x', y\ z' unabhängig sind, 
aber x, y, z enthalten mögen. 

Der Werth von V bleibt nun nach Art. (6) unverändert, 
wenn wir x, y, z mit x', y\ z vertauschen, und umgekehrt. 
Also ist: 

^■^ _ Aa! + By + Cz' _ A'x + B'y + C'z , 

WO A\ B\ C eben dieselben Functionen von x\ y', z' sind, wie 
vorhin A, B, C von Xj y, z. Mithin ist leicht zu ersehen, 
dass V folgende Form haben muss: 

a"xx'+ b''yy'+ c''zz'+ e"(xy'+ yx') +f'(xz'+ zx'] +9"(yz+ zy) , 

nf'if* 3 

wo d\ b'\ c", e", f'\ g" constante Grössen sind. 

Wenn X, F, Z die Kräfte darstellen, die von dem in p 
concentrirten Magnetismus inducirt werden , und zwar in der 
Richtung der positiven x^ y, «, so haben wir: 

und mithin ist V von der Form: 

6* _ 



v= 
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a'Xx'+b'Yy'+c'Zz'+e'{Xy'+Yx')+f(Xz'+Zx)'{-ff'(Yz+Z i 

WO a', V etc. andere constaate Grössen sind. Nun kann man 
stets die Lagen der Axen so bestimmen, dass e^ f und g 
gleich Null werden, und damit erhält V die folgende einfache 
Gestalt: 

^^aX.' + I>Yy' + cZ.' 

WO a, &, c drei constante Grössen sind. 

Wenn A eine Engel und auch seine magnetischen Theilchen 
sphärisch oder, wie die Theilchen der nichtkrystallischen Körper, 
irgendwie geordnet sind, so müssen die Constanten a', b\ c etc. 
in dem allgemeinen Ausdruck von V dieselben sein für jedes 
System rechtwinkeliger Coordinaten, folglich muss a =^b' ==^ c 
sein, e = 0, /' = 0, g' = 0, und es wird in diesem Falle: 

^, a'(Xa; + Yy- + Zz) ^j^. 

WO a! eine von der Grösse und Beschaffenheit von A ab- 
hängige Constante bedeutet. 

[Ö2] Die Formel (a) giebt den Werth der auf einen Punkt 
p' wirkenden Kräfte, die von einer Masse A weichen Eisens 
oder eines ähnlichen Stoffes, dessen magnetischer Zustand 
durch Einfluss des Erdmagnetismus inducirt ist, erzeugt werden; 
wenn die Distanz Ap' im Vergleich zu den Dimensionen von 
A gross und wenn A ein Rotationskörper ist, so muss eine 
der rechtwinkeligen Axen, z. B. X, mit der Rotationsaxe 
zusammenfallen, und der Werth von V reducirt sich auf: 

^^__ a'Xx'+V{Yy' + Zz') ^ 

WO a', V zwei von der Gestalt und Beschaffenheit von A 
abhängige CiDustanten bedeuten. Die Kräfte ferner, die in der 
Richtung der positiven x\ y\ z* wirken, sind 



_ldV\ _idV\ ldV\ 

\dx')' \dy')' \dz') 



Somit können wir Theorie und Experiment vergleichen, doch 
sind das Einzelheiten, in welche einzutreten die gesteckten 
Grenzen verbieten. 
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Die Formel (S), die für eine unendlich kleine Kugel correct 
ist, wenn deren Theilchen irgendwie geordnet sind, wird that- 
sächlich die Grundlage unserer Theorie abgeben, und obwohl die 
vorstehende Analyse hinreichend allgemein und streng zu sein 
scheint, mag doch ein einfacher Nachweis für diesen beson- 
deren Fall gegeben werden. Mag deshalb der Anfangspunkt 
O der Coordinaten im Centrum der unendlich kleinen Kugel 
A sich befinden, und OB die Richtung der auf dieselbe wir- 
kenden Kräfte sein; da ferner die Gesammtmenge magneti- 
schen Fiuidums in A gleich Null ist, so muss offenbar der 
im Punkte p' von A erzeugte Werth der Potentialfunction 
von der Form 

Ä cos ö 

sein, wo r' wie vorhin die Distanz Op', und 6 den Winkel 
zwischen der Linie Op' und einer andern in A festen Linie 
OD misst Es sei nun f die Grösse der längs OB wirkenden 
Kraft, dann ist die Constante k offenbar von der Form k = a'f, 
wenn a' eine Constante bedeutet. Der vorstehende Werth 
von V gilt für jede Anordnung der magnetischen Theilchen 
von Aj regelmässig oder unregelmässig, aber in letzterem 
Falle bleibt V offenbar ungeändert, wenn die Kugel mitsammt 
der Linie OD sich um OB als Axe herumdreht, was nur 
geschehen kann, wenn OB und OD zusammenfallen. Also 
ist = Winkel BOp' und 

a'fcoQ 

' y ^^z — ■ • 

Es seien nun ' a, ßj y die Winkel, welche die Linie Op' = r 
mit den Axen der x, y, z bildet, sowie «', /?', / diejenigen, 
welche OB mit denselben Axen einschliesst; setzt man für 
cos d seinen Werth 

cos a COS'«' + cos ß cos /?' -{- cos y cos /, 

so folgt, weil ycos a = X, f cos ß = F, y cos y = Z ist, 

a{X cos a 4- y cos /? + Z cos y) ^,. 

^ = ■ ^72 (^ i- 

Dieses stimmt mit den Gleichungen {b) überein, weil 
cos « = ^ , cos /? = p , cos y == - . 
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[63] (15.) Betrachten wir jetzt einen K6tf 
beliebiger Gestalt, der in einem magnetisclien Zn 
indem aeine Theilchen durch Einflnss äosaerer ErA 
sind, nnd nennen dv ein Volumenelement desselben, 

von diesem Element erzeugte Werth der Potential 
irgend einem Fnnkte p' mit den Coordlnaten x', 
die Gesammtmenge des MagnetismUB in dv glelc 
von der Form 

dp[Xlx'-x) + y(y' — y) + Z{z' — z] 

sein, wo a:, y, z die Cooi'dinaten von dv, r gleich 
p', dv und X, ¥, Z drei Grössen sind, die von 
inducirten magnetischen Zustande abhängen und d: 
ebendiesen Zustand zu bestimmen. Wenn dv' ein 
kleines Volumen im Körper A darstellt, das zu 
Punkt p' einschliesst , so wird die von dem gan: 
A, ausserhalb dv', erzengte Potentialf unction auage 
durch : 

das Integral ttber das ganze Volumen von A, anss 
erstreckt. 

Ans diesem Ausdrucke kann leicht geschloss 
dasa im Allgemeinen, obwohl dv' unendlich klein ist 
in seinem Inneren nach Grösse und Richtung varÜren 1 
gang von einem Theilchen zu einem anderen; wei 
sphärisch ist, so sind diese Kräfte, nach Grösse un 
merklich constant, mitbin wird in diesem Falle 
durch ihre Wirknng erzeugte Werth der Poten 
unmittelbar ans dem vorhergehenden Artikel gewo 

Es sei yj' der Werth des soeben aufgestellten 
wenn dv' eine anendlich keine Kugel ist. Da die auf p' 
wirkende Kraft von der ausserhalb dv' befindlichen Masse 
mit der Tendenz z' zu vergrössern, so ist sie gleich 



Strich über dem Differentialquotienten andenten soll, 
1 den Werth dadnrch erhält, dass der Badins von dv' 
IT Differentiation gleich Null gesetzt wird, nnd dag 
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ergiebt etwas anderes, als wenn erst der Radius Null gesetzt 
und dann die Differentiation nach x\ y\ z vorgenommen 

-wird, was wir wie gewöhnlich mit -^^ bezeichnen wollen. 

^Wir haben alsdann: 



ctx ax J r** 

'WO das erste Integral über das ganze Volumen von A ausser- 
halb dv' zu erstrecken ist, aber das zweite über das gesammte 
^ mit Einschluss von dv\ Also wird 



welches Integral bloss über das Volumen dv' zu erstrecken ist, 
dessen Radius a nach der Differentiation gleich Null zu setzen 
ist. Um die angedeutete Integration auszuführen, bemerken 
wir^ dass X, Y, Z innerhalb dv merklich constant sind ; sie 
können daher [64] durch X,, Y, und Z,, die Werthe im Centrum 
you dv% ersetzt werden, dessen Coordinaten x,^ y,, z, seien; 
das verlangte Integral, geht also über in: 



/ 



d.Jyd. ^' '"• - "' + ^■'>'- "' + ^-"' - " 



r 
Setzen wir E = X,x + Ky -^- Z,z, so ist 

^' "" dx ' ^~ dy' ^'~ dz' 
und da 

, d— , d— , d— 

X — X r y — y r ^ z — z r 

r^ dx ' r^ dy ' r^ dz 

so kann das Integral geschrieben werden: 



jdxdyd 



,dE ^7 ^ dE ^7 , dE ^~T 
dx dx dy dy dz dz 



welches, da 5E= nod 5- = 0*"), sich nach Art. (3) 

redacirt anf 

_ f^ l^\ — f^ ^ 
J r \dw} J r da ^ 

weil (f u) =" — da ist; dag Integral erstreckt sich Aber die 
ganze Oberfläche von dv', deren Element da genannt ist; 
r ist die Distanz /»', da und dw ist von der Oberfläche nach 

dem Innern von tfo' gemessen. Nnn ist / — • -z— derWerth 

der Potential function für einen Pnnkt p' innerhalb der Kngel, 
deren Oberfläche allenthalben mit Elektricitfit, deren Dichtig- 
dE 
' da 

ist nach No. 13, Liv. 3, M^. Cilest«. Femer haben wir, wenn 
die dort gebranchte Bezeiohnnngs weise momentan beibehalten 
wird und der Anfangspunkt der Polarcoordinaten in das Kngel- 
centrnm gelegt wird: 

E = E, + a{X, cos Ö + r, ain Ö cos rar + Z, sin ö sin w) ; 

wo B, der Werth von E im Centrum der Kugel ist. Also ist 

--— ^ X, cos ö + y, sin 6 cos er + Z, sin d sin üf , 

und da dieses der Ausdruck für ^"1 ist [vide Mac. Celeste, 
Liv, 3), so erhalten wir sogleich: 

/^^=4^r'{X,co3Ö'+y,8inÖ'co8 0i' + Z,sine'sinro'}, 

wo r', $', cj' die Polarcoordinaten von p' sind.**) Wenn wir 
nun x', y' und z' wieder einführen, so ist: 

leiten wir folgweise ab: 






s,. 
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[Ö5] Lassen wir jetzt den Radius a gleich Null werden, so 
mnss X, gleich X' werden, welcher Werth in p herrscht, 
und es kommt: 

oder 

dhij/ dtp' 



Es ist aher 3^ der Werth der in der Richtung der posi- 

ax 

tiven X wirkenden Kraft für einen Punkt/)' innerhalb der unend- 

licli kleinen Kugel dv', welche Kraft vom ganzen Räume von 

A ausserhalb rft?' stammt ; substituirt man für -=^ den soeben 

äx 

gefundenen Werth, so erhalten wir für die Kraft 

Wenn V den Werth der Potentialfunction in einem Punkte 
p' darstellt, herstammend von den äusseren Körpern, welche 
den magnetischen Zustand von A induciren, so wird die ent- 
sprechende Kraft in derselben Richtung gleich 

dV 

sein, nnd mithin ist die totale Kraft in der Richtung der 
positiven x\ mit der Tendenz im sphärischen Element dx! 
einen magnetischen Zustand zu induciren, gleich 

dx\>' dV _^ 

Ebenso findet man die totalen Kräfte, auf dv' in den Rich- 
tungen der positiven y* nnd / wirkend, gleich: 

, ^, dip' dV = , , „, dxp' dV ^ 

Aus der Gleichung [b) des vorigen Artikels erkennt man, 
dass, wenn dv' ein vollkommener Leiter des Magnetismus 
ist und seine Theilchen unregelmässig gelagert sind, der 



Werth der Polen li&irDDCtion in einem Pankt« p", 
von dem dttrch die Kräfte X, Y, Z io dv' indn 
netiachen Znatand erzengt Verden, die Form 

a'lX COB a + FcQB ß + ^coa y) 



hat; r' bedentet hier die Distanz p", dv' and a, ß, y sind 
die Winkel, die r' mit den Äxen der rechtwinkeligen Ooor- 
dinaten hildet. Wenn femer x', y", z" die Coordinaten vo 
p" sind, so geht vorstehender Ausdruck, wenn man beachte 
dass hier a' = k-dv' ist, über in 

kdv-[X[x"—3f] + Y{y"—y') + Z{z'-z')) . 



wo k eine von der Beschaffenheit des Eilrpers abhän^g 
CoDstante ist. Eben dieselbe Potentialfanction erhält ma 
aas dem Auadrnck [a] in diesem Artikel, indem man df>, / 
und deren Coordinaten in dv\p" nnd in deren Coordinate 
verwandelt; nnd so erhält man: 

Setzen wir diese beiden Ansdrflcke einer nnd derselben Grase 
einander gleich, so erhält man folgende Gleichangen: 

X' = kX = ^7tkX'~^k^-k^! , 

r = kY=^nkr-k^-k^-f: , 

' dy dy 



da die Grössen x", y", z" vollkommen willkllrlich sind. Malti 
plicirt man die erste dieser Gleichungen mit dx'^ die zweit 
mit dy', die dritte mit dz', und addirt, so kommt 

= (1 — ^7tk){X'dx'-\- Y'dy' + Z'dz) + kdi}/ + kdV 

Aber dip' and dV sind vollständige Differential) 
X'dx' -\-Ydy' -^ Z'dz' mnas es mithin auch sein; dah£ 
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setzen wir dcp = X'dx' + Y'dy' + Z'dz und erhalten durch 
Integration : 

const = (l — i7tk)(p' + kip' + kV. 

Obwohl der Werth von k ganz und gar von der Beschaffen- 
heit des betrachteten Körpers abhängt und ftlr jeden Fall 
experimentell zu ermitteln ist, so können wir doch die Grenzen 
angeben, innerhalb deren er liegen muss. Denn wir haben in 
dieser Theorie angenommen, der Körper bestehe aus leitenden 
Tbeilchen, die von einander durch absolut ftlr magnetisches 
Fluidnin impermeable Intervalle getrennt sind; es leuchtet 
aber ein, dass der in der unendlich kleinen Kugel dv in- 
dncirte Magnetismus nicht grösser sein kann, als derjenige, 
der inducirt werden würde, wenn der Körper eine continuir- 
lieh leitende Masse wäre; vielmehr wird er kleiner sein in 
einem beliebigen Verhältniss, je nach der Anzahl nicht leitender 
Intervalle. 

Wenn dv' ein continuirlicher Leiter ist, so ist ersichtlich, 
das3 der Werth der Potentialfunction in einem Punkte p", von 

dem dnrch die Kräfte X, Y, Z in ihm inducirten magneti- 
schen Zustande herrührend, gleich sein wird: 

3dv' X{x—x) + Y[y' — y') + Z[z"—z') 

wobei zu bemerken ist, dass — — = a^ ist, wenn a wie 

vorhin den Radius der Kugel dv' darstellt. Vergleicht man 

diesen Ausdruck mit dem zuvor (8. 90) gefundenen, wo dv' kein 

continuirlicher Leiter war, so erhellt, dass k zwischen den 

3 
Grenzen und -^ liegen muss, oder, was dasselbe ist, dass 

^9 



k = 



Atv^ 



wo ff eine positive Grösse und kleiner als 1 ist. 

Der Werth von A, in die Gleichung für (p' eingesetzt, giebt 

[57] const = {l-g)tp'+ M (^' + V) . 
Ferner ist 
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WO daa dteifache Integral Aber daa ganze Vt , 

und das auf da bezflgliche Ober die Oberfi&che von A, deren 
Element da ist, erstreckt werden mnss; die Orössen ^ und 

4 

-5— gehören zq diesem Element. Durcli Substitution finden wir: 



= (1 + 2?) 
ä'V = nnd 



+d--ß'M)\- 



^/""nä^i^"- 



= ; das Symbol S' bezieht sich dabei anf x', y', z\ 
\iaa von p'\ da aber x', y', z' willkflrlich sind, so 
man x, y, 2 statt derselben einsetzt, 

= &(f, 
;e deäsen wird der Werth von ^' nach Art. [3); 

*-=-/?g)-^ ('i; 

)iatanz p\ da bedeutet und l-r^j zum Elemente 

Die frühere Gleichung zur Bestimmung von <p' 
man y, y', z' in x, y, z verwandelt, Über 1 

const=(l-ff)9.+|j(i//+F) 
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wo q) , \\) und V zu einem Punkte p innerhalb des Körpers 
gehören, dessen Coordinaten x^y^ z sind. Ueberdies geht aus 
dem Vorhergehenden hervor, dass die Functionen ^, \\) und 
V den Gleichungen = ^9), = <Ji/; und = (J F genügen 
nnd keine singulären Werthe innerhalb A haben. 

Die Gleichungen (i) und [c] reichen völlig zur Bestimmung 
von (p und \\) aus, wenn der von den äusseren Körpern abhängige 
Werth von V bekannt ist, und deshalb ermöglichen sie uns, 
den magnetischen Zustand an jedem Ort im Körper A zu 
bestimmen, indem wir bemerken, dass sie von X, Y, Z, den 
DifPerentialquotienten von ^, abhängen. Auch ist einleuchtend, 
dass ?/;', wenn es für einen Punkt jo' ausserhalb A berechnet wird, 
der Werth der Potentialf unction in diesem Punkte ist, der von 
dem in A inducirten magnetischen Zustand erzeugt wird, und 
deshalb ist diese Function stets durch die Gleichung (ö) gegeben. 

Die constante Grösse ^, die in unserer Formel vorkommt, 
hängt nur von der Beschaffenheit des Körpers ab, und im 
folgenden Artikel wird ihr Werth für einen cylindrischen Draht 
ermittelt, wie Coulomb ihn angewandt hat. Dieser Werth 
ist wenig von 1 unterschieden : setzen wir deshalb y = 1 , so 
werden die Gleichungen (J) und (c): 

(»1 ^'--/t© «. 

const = 1^ + V [c] ; 

das sind offenbar dieselben Gleichungen, die man erhielte bei 
der Voraussetzung, das magnetische Fluidum könne sich frei 
bewegen von einem Theil des leitenden Körpers zum anderen ; 

die Dichtigkeit q hat hier wiederum den Werth — (;/ )> ^^^ 

da der Werth der Potentialfunction für einen Punkt ausser- 
halb des Körpers nach jeder Voraussetzung durch die For- 
mel (&) ausgedrückt wird, so sind die Wirkungen nach aussen 
in beiden Fällen dieselben. Wenn wir also Eisen, Nickel oder 
ähnliche Substanzen nehmen, in denen der Werth von g beinahe 
gleich 1 ist, so werden die beobachteten Erscheinungen wenig 
von den nach der letzteren Hypothese entwickelten Formeln 
abweichen, ausgenommen, wenn eine Dimension sehr klein ist 
im Vergleich zu den anderen; in weichem Falle die Resultate 
der beiden Hypothesen sich stark unterscheiden, wie wir solches 
in einigen der folgenden Anwendungen sehen werden. 



George Oreeo- 

nd die den ESrper bildenden magnetit 
Tollkommene Leiter, Bondern mit eim 
len, eo kaon offenbar immer noch Gleit 
, wenn der magnetiaohe Znstand dea Ei 

dib 
r lat, wie er von den Kräften -— 

' dx 

- -T-r + ^ und -/l -^ __ + C 
dy' dz dz' 

dip' dV 

, anstatt von den Kräften ,^ A r-7 . -r^ -\ ;— . i 

dx dx dy dy 

dV 

- —j-r ; vorausgesetzt, dass die Resaltante der Kräfte 

', C" nirgends grösser ist als die Coercitivkraft ß. Das 
t die Bedingung 

A'^ + S'^ + C^ < ß^; 
lelchnng (c) wSrde aladann ersetzt werden dnrch 

l—g}d<p+^(dilJ-\-dV+Adx + Bdy + Odz)..{c)] 

1, B, O irgend wetclie FunctioDen von x, y, z, wie 
y, C Functionen von x', y\ z' und nur der voratehen- 
iedingnng unterworfen sind. 

in könnte sehr leicht die vorstehende Theorie so modi- 
, dass sie anch auf Körper mit regelmfissiger Anord- 
der magnetischen Theilchen anwendbar wäre, ind6ra man 
[eichung [a] statt der Gleichung {b] des vorfaergehenden 
)ls zu Grande legte; da aber die Beobachtungen noch 
I Anhalt für eine solche Anordnung in irgend einem 
untersuchten Körper darbieten, so erscheint es nnnOthig, 
Maass von Altgemeinheit anzustreben, vollends da diese 
sehr leicht ergänzt werden kann, 

ä.) Als Anwendung der allgemeinen Theorie dea vor- 
den Artikels denken wir uns den Körper A als hohle 
iohale von gleichförmiger Dicke ; der Radius der inneren 
) sei a, der äusseren «,; die einen magnetischen Znsta 
renden Kräfte mögen von beliebigen anderen, bellet 
nen Körpern, innerhalb oder ausserhalb A, herstammt 
rner im Innern der Masse von A = i?y und O^S 
Jen wir (M6c. Cöl. Liv. 3) : 
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und 

wo r die Entfernung des Punktes p, auf den q) und V sich 
bezieben, vom Centrum der Schale, [59] und qp^®), <p^^^ etc., 
U^^\ !/(») etc. Fnnctionen von und er, den beiden anderen 
Polarcoordinaten von p sind, Functionen, deren Eigenschaften 
gründlich von Laplace in dem citirten Werke auseinander 
gesetzt worden sind ; die Summen erstrecken sich von t = 
bis t = oo. 

Wenn wir jetzt, um den Doppelsinn zu vermeiden, in der 
Gleichung (i) Art. 15 r in Klammem schliessen, so kommt: 

fda ldcp\ 



*=-/fI©^ 



wo (r) die Distanz p, da und das Integral über beide Flächen 
der Schale sich erstreckt. Auf der inneren Fläche haben wir 

-T^ = -^ und r = a, mithin wird der Theil von od, der 
dw dr ^ ^ ' 

auf diese Fläche sich bezieht, gleich: 

die Integrale erstrecken sich Aber die gesammte innere Fläche, 
deren Element da ist. Führt man die Integration nach 
Laplace^^ Formel aus (M^c. C^l. Liv. 3), so erhält man sofort 
den zur inneren Fläche gehörigen Theil von t/;, nämlich ^^j: 

Auf dieselbe Art findet man den von der äusseren Fläche her- 
rührenden Theil von i/;, indem man noch beachtet, dass auf 

jener Fläche -^ - = ^ und r =^ a, ist : 

dw dr 

Die Summe dieser beiden Ausdrücke ist der vollständige Werth 
von \p\ setzt man denselben, sowie die vorhin gegebenen 
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Werthe von q) und V in die Gleichung [c) Art. 15 ein, so 
erhält man: 

const = (l — ö')^9)/*V-*-i + (l —g)^(pi<)r* 

Durch Gleichsetzung der Goefficienten gleicher Potenzen der 
Variablen r, erhalten wir allgemein für jedwedes i\ 

= (l _<7)9,,(')+^^{_,-a'-VW+(»+l)9),<'>a--2} + ||cr,M 

wenn man die Constante auf der rechten Seite der Gleichung 
in r als überflüssig fortlässt, weil man sie stets in cp^^^ ein- 
treten lassen kann. Setzen wir nun zur Abkürzung: 

D = {2i+ 1)2(1 +^) + (,-_l) (i+2)^2-9<72»(,-+ l)(^J'^\ 

[60] so erhalten wir durch Elimination: 

^(.•) i^ E^,.i {2i+l){2i+l+{i+2)ff} 

47t ' D ' 

0, (.) - _ ^ j7(.) iÄi±il^!ll' 

^' ~ 47t D 

_ 3^ ZT« (2t+l)(2t-+l+(^-l)<7} 

Setzt man diese Werthe in den Ansdrnck: 

so hat man den allgemeinen Werth von q) in Form einer 
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macli Potenzen von r fortschreitenden Beihe, wenn die Potential- 
function bekannt ist, die von den, einen magnetischen Znstand 
der Schale inducirenden Kräften erzeugt wird, und nun kann 
man den Werth der Potentialfunction ableiten, der von der 
Scliale selbst herrührt, und zwar für irgend einen Punkt, 
innerhalb oder ausserhalb derselben. 

Befinden sich alle Körper ausserhalb der Schale, so kann 
man die gesammte Wirkung auf ein magnetisches Theilchen 
in ihrem Inneren nach folgender einfachen Methode erhalten, 

die auf Schalen beliebiger Gestalt und Dicke anwendbar ist. 
Die Gleichung [c) Art. 15 wird mit Vernachlässigung der 

überflüssigen Constante lauten: 

Wenn mm (q)) den Werth der Potentialfunction darstellt, der 
dem Werthe q) von cp auf der inneren Schalenfläche enspricht 
so werden die Functionen (qp), ip und V den Gleichungen 
= ^(g?), = dip und = dF" genügen, und überdies haben 
dieselben keine singulären Werthe innerhalb der Schale ; daher 
kann dasselbe ausgesagt werden von der Function: 

(i-i^)(9)+||(v'+F), 

und da diese Function auf der Innenfläche gleich Null ist, so 
folgt nach Art. (5), dass dasselbe für einen Punkt p des 
Innenraumes statthat. Mithin ist 

= (l-^)(<p) + ^(,/; + r). 

Aber i// + F' ist der Werth der gesammten Potentialfunction 
im Punkte p , von den äusseren Körpern und der Schale selbst 
herrührend: diese Function ist also ausgedrückt durch: 

Auf genau dieselbe Weise lässt sich zeigen, dass der Werth 
der Potentialfunction in einem Punkte p\ ausserhalb der Schale, 
wenn alle inducirenden Körper innerhalb liegen, gleich 

4/r(l— (7) 
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(«?') 
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ist, wo {(p') der Werth der Potentialfaiiction ist, der dem Wertfae 
von q) auf der Aussenfläehe der Schale entspricht. Da wir auf 
diese Weise alle Potentialfanctionen haben, so ist die gesammte 
Wirkung, die auf ein magnetisches Theilchen in irgend einer 
Richtung ausgeübt wird, unmittelbar durch Differentiation 
gegebeu. 

[61] Um diese allgemeine Lösung auf unsere sphärische 
Schale anzuwenden, müssen wir, falls alle inducirenden Körper 
sich ausserhalb derselben befinden, zuerst ^, den Werth Ton g) 

auf der Innenfläche bestimmen, indem wir = ^Z7/*> r ~"*'-"^ 

setzen, weil es keine inneren Körper geben soll, und daraus 
erhalten wir den Werth von (y). Substituiren wir ftlr qpW 
und 9)/«) ihre vorhin mitgetheilten Werthe, indem wir U/ = 
und r = a setzen, so erhalten wir: 

und der entsprechende Werth von (y) wird (Möc. G6L Liv. 3) : 

Der Werth der Potentialfunction in irgend einem Punkte p 
innerhalb der Schale, dessen Polarcoordinaten r, d, gt sind, is 

Auf ähnliche Weise wird der Werth derselben Function für 
einen Punkt p', ausserhalb der Schäle, wenn alle inducirenden 
Körper in ihr liegen, gefunden gleich: 

wo r, und tff in diesem Ausdruck die Polarcoordinaten von 
p' repräsentiren. 

Um ein recht einfaches Beispiel für den Gebrauch der 
ersten dieser Formeln zu geben, fragen wir nach der Wirkung 
des Erdmagnetismus auf das Innere einer hohlen Kugelschale; 
wir lassen die Axe der x mit der Richtung der Inclinations- 
nadel zusammenfallen, wir bezeichnen mit / die constante 
Kraft, die ein positiv magnetisches Theilchen in der Richtung 
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der X antreibt; alsdann ist die Potentialfunction V^ von den* 
äusseren Körpern herstammend, gleich 

r= — /. X = —/cos ö . r = CTd) . r. 

I>ie Reihen für V rednciren sich deshalb in diesem Falle auf 
ein einziges Glied, in welchem t = 1 ist, und da der entspre- 
-cIieBde Werth von D gleich 

9(1+^-2,^1), 

so wird die totale Potentialfiinctioii innerhalb der Schale gleich: 



a3 
a, 
_ 1+,— 2«y^ 



l+,-2,2_3 



• f * X , 

Wir sehen also, dass durch Dazwischenschaltung der Schale 
die Directionskraft, die auf eine sehr kleine Magnetnadel wirkt, 

sich von / auf ^— ^ •/ reducirt. 

Beim Eisen und bei anderen ähnlichen Körpern ist g sehr nahe 
gleich 1, und daher ist die Directionskraft im Innern einer 
hohlen Kugelschale in hohem Grade vermindert, ausser wenn 
ihre Dicke [62] sehr gering ist im Vergleich zum Radius; 
in letzterem Falle nähert sie sich, wie die Formel zeigt, dem 
Originalwerthe y, und wird gleich f bei unendlich kleiner 
Dicke. 

Um ein Beispiel vom Gebrauch der zweiten Formel zu 
geben, soll die gesammte Wirkung auf einen Punkt p unter- 
sucht werden, der sich auf einer Seite einer unendlich grossen 
Platte von gleichförmiger Dicke befindet, wenn auf der anderen 
Seite derselben, den Magnetismus vollkommen leitenden Platte 
ein anderer Punkt P mit der Einheit positiven Fiuidnms sich 
befindet. Dazu fällen wir die Senkrechte PQ von Pauf die 
Platte, verlängern dieselbe über letztere hinaus und fällen das 
Loth pq von p auf jene Gerade, setzen PQ = $, Pq = u, 

7* 
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*pq = Cj und nennen t die Plattendicke; da die Wirkung 
ferner offenbar gleich ist der einer unendlich grossen Kngel- 
schale Ton derselben Dicke, deren Centmm anf PQ in nnend- 
lieber Entfernung von P liegt, so erbalten wir fttr den 
gesuchten Werth der Potentialfunction in p, wenn wir 
a, = a-i- tj a unendlich gross, setzen und die Linie PQ als 
Axe annehmen, von welcher aus 6 gemessen werden soll. In 
vorliegendem Falle wird: 

V= — = — - ^ = yc/^^r-^^ 

Pp Vr2— 2f (a— 6) cos Ö+ (a— i)2 ^ ' ' 

und der Werth der Potentialfunction wird, wie zuvor ge- 
funden war: 

Aus dem ersten Ausdrucke erkennen wir, dass das allge- 
meine Glied U/r^^^"^ eine Grösse ist von der Ordnung 
(a — J)»>~'~^. Setzt man femer für r seinen durch u aus- 
gedrückten Werth ein, so wird 

(a — jy>-»-i = (a •— bY{a — i + u)-'-^ = - e"T ; 

1 
wenn man Grössen von der Ordnung — im Vergleich zu den 

übrigbleibenden vernachlässigt.*') Das allgemeine Glied J7/V—»-** 

« 
und mithin auch U,^*^ muss also als Function von — = y 

betrachtet werden. In den soeben mitgetheilten Summen ist 
das Increment von i gleich 1, und das entsprechende Incre- 
ment von y ist — = dy (denn a ist unendlich grosa) , die 

Summen gehen daher in bestimmte Integrale (into ordinary 
integrals or fluents) über. Ferner genügt (M^c. C61. Liv. 3) ^7/») 
stets der Gleichung: 

de^ +8inö dd -t-n»+i)ty, _u, 

und weil 6 anendlich klein ist, wenn V einen merklichen 
Werth hat, so können wir dasselbe aus dem Obigen eliminiren 
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mittelst der Beziehung aO = v, und erhalten, mit Vernachlässi- 
gnng unendlich kleiner Grössen von höherer Ordnung, da — = y, 

dv^ vav 

Polglich hat 17/0 die Form: 

[68] C7/0 = Af^yiLj^ cos [ßrv) ; 

da der noch übrig bleibende Theil des allgemeinen Integrales 
unendlich gross wird, wenn v verschwindet, weshalb es fort- 
gelassen werden muss.'^^) Es erübrigt nur noch die Ermittelung 
der willkürlichen Constanten A. Zu dem Zwecke sei ö = 0, 
d. h. t? = 0, und es wird: 

E7;(0 = (a — bY und f^—£t= = i^r ; 

folglich [a — hy = ^{Atz), d. h. A = ^ [a—by. 
Setzt man die Werthe für A und r ein, so kommt: 

"tr/r— '-i=^^(a— S)*(a — J + «)-''-i f , ^^ cos(ßyv) 

= ^.-r«r--i£=cos(/Jy.); 

i 1 

weil — = y und — s= dy. Schreibt man nun für i seinen 

Worth ay und vernachlässigt unendlich kleineGrössen, soist^^): 

(2^ + 1)2 4 

D ~ 4 + 4^^ + ^2 __ 9^2ß-2yi * 

Mithin wird der Werth der Potentialfunction: 

wo das Integral in Bezug auf y von y = bis y = oo 
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genommen ist, damit es mit den Grenzen nnd oo von • 
stimme, denn es ist i = ay. 

Die vorstehende Lösung ist nnr in dem angenommenen 
Falle anwendbar, in welchem die inducirenden Körper auf 
einen einzigen Punkt P reducirt sind, aber der folgende 
einfache Kunstgriff schafft einen weit höheren Grad von All- 
gemeinheit: 

Man denke sich einen zweiten Punkt P', auf der Linie 
PQ, in einer beliebigen Entfernung c vom Punkte P, and 
denke sich die Einheit positiven Fluidums statt in P nunmehr 
in P' concentrirt; es sei ferner r' = Pp und ff = ^pPQ, 
dann ist « = r' cos ö', «? = r' sin ff, und der von P' hei^ 
stammende Werth der Potentialfunction wird sein: 

1 l 

P'P ~ V/2_2r'ccosÖ' + c2 

= Q(0)i + Q(^)^ + Q(2)^+etc. 

Der Werth der gesammten Potentialfunction in p, der von 
P' und der Platte stammt, wird offenbar aus dem früheren 
Ausdrucke erhalten, indem man u — c für u einsetzt , daher 
kommt: 

Entwickelt man diese Function in eine Reihe nach steigenden 
Potenzen von c, so wird das mit c* multiplicirte Glied gleich 

[64] welches, da c ganz willkürlich ist, derjenige Theil sein 

muss, der dem Gliede QW in der von den inducirenden 

Körpern stammenden Potentialfunction zuzuschreiben ist. Wenn 
nun diese Function die Form 

Q(o)^ + QO \ 4- Q(^' ^ + Q'=» % + etc. 

hätte, wo die aufeinander folgenden Potenzen von c: cö^ci^c^etc. 
durch willkürliche Gonstanten k^, kx, k^ etc. ersetzt sind, so 
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I 

würde der entsprechende Werth der totalen Potentialfunction 
durch einen ähnlichen Wechsel erhalten, wie in dem von P'. 
Setzen wir zur Abkürzung 

9 (y) = *o + Y • y + ^ • y^ + ^7^ y^ + etc. , 

so ^wird der Werth dieser Function im Punkte p werden gleich: 

Wird nun der ursprünglich vom Punkte P allein herstammende 
Werth F genannt, so kann o£fenbaK der vorstehende Ausdruck 
geschrieben werden 



9 



[^) ■ ^■' 



wo die Symbole der Operation von denen der Quantität ge- 
trennt sind, entsprechend der Methode s^ii Arhoga8i^^)\ also 
ist die ganze Schwierigkeit auf die Bestimmung von F zu- 
rückgeführt. 

Erinnern wir uns deshalb der ursprünglichen Annahme, 
dergemäss der magnetische Zustand der Platte durch ein Th'eil- 
chen in P concentrirten positiven Fluidums inducirt war, so 
ist der Werth der Potentialfunction in p gleich 

wie vorhin bewiesen ward. 

[Es sei*') „ , = m, so haben wir: 

+ w^e-"'*^^ + etc.) cos (/?/«?) 

n^ Vo(l— /J2)Um2_|_^2j,2 

I »»'(« + 2<) m4(«4-4^) \ 
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Schreibt man nun ^-'firV—^ statt cos (/Jyc), so erhält man: 

vorausgesetzt) ^ass imaginäre Grössen fortgelassen werden. 
Um dieses Doppelintegral yrnzuformen^ sei 

2 = — ^ e-y^ , 

alsdann wird: 

^ 8(l-ff)(l+2y) /2 + ff\T-^ r^^JL^ ll±lf^ 






z^ 



wo das Integral in Bezug auf z von ^g = bis 2 = ^ 



zu nehmen ist. -^ + ^ 

Der Werth von (1 — g) für Eisen und ähnliche Körper ist 
sehr klein; vernachlässigt man daher Grössen, die von der 
Ordnung (1 — g) im Vergleich zu den übrigbleibenden sind, 
so wird 4^) 

[6,1 F= 'J^r-M=r^, ■ ,r-*'r<^', .,,,. 

^ -■ ^Ttt ^oYi /J2*/ol — 2^ 

wo u und V irgend welche Werthe haben können, wenn dieselben 

nur nicht zu gross sind, nämlich von der Ordnung . 

Wenn F^ den Werth darstellt, in den F durch Einsetzen 
von w + 2^ statt w übergeht, so hat man: 

^ S7Ct JoYl^ß^ Jq 1—^2 ' 

mithin : 
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welches, wenn man die Integrationen ausführt und die imma- 
ginären Werthe fortlässt, übergeht in: 

F—F = 4(j_- g)_^ 4(l-g) 

Es sei nun p das Loth vom Punkte p auf die Fläche der 
Platte, und auf dieser Linie, die unendlich lang in der Richtung 
Op sei, nehme man die Punkte p^, piy p^ etc. in den Ent- 
fernungen 2^, 4^, 6^ etc. vonjp; seien ferner iPi, F^^ F^ etc. 
die Werthe von F für die Punkte />i, />2, Pz ^^*t berechnet 
nach der Formel (a) dieses Artikels, und r\ , r\ , r\ etc. die 
entsprechenden Werthe von r\ so haben wir: 

^\ — -/"a = — TZ' — j 

6r \ 



iP, = Üizi^ etc. ; 



mithin: 



F= \\y-g) (7 + p;- + 7^ + «*«• in i'if-); 

wobei wir bemerken, dass jP^ = ist. 

Von diesem Werthe von F leuchtet sofort ein, dass die 
gesammte Wirkung auf den Punkt /?, in einer gegebenen 
Richtung pn^ gleich ist der Summe derjenigen Wirkungen, 
die ohne Zwischenschaltung der Platte auf jeden der Punkte 
p^ P\j Pi etc. in inf. in den Richtungen pn^ Pi^j Pi^ etc. 
ausgeübt werden würde, maltiplicirt mit dem constanten Factor 
1^(1 — g)\ die Linien pn^ Pi^ij P2^ etc. sind hierbei alle 
einander parallel. Da ferner solches immer stattfindet, wo 
auch defr inducirende Punkt liegen mag, so gilt noch 
dasselbe, wenn wir statt P einen beliebig gestalteten und 
beliebig magnetisirten Körper substitniren. Die einzige Be- 
dingung muss beachtet werden, dass die Entfernung zwischen 
p und irgend einem Theile des inducirenden Körpers keine 

sehr beträchtliche Grösse von der Ordnung sei. 

^1 — a 
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Ist dagegen, die Entfernung zwischen p nnd dem indn- 

cirenden Körper gross genug, um -^^ zu einem sehr be- 

trächtlichen Werthe zu erheben, so kann man leicht zeigen, 
indem man F in eine Beihe nach fallenden Potenzen von r' 
entwickelt, dass die auf p ausgeübten Wirkungen sehr nahe 
dieselben sind, wie wenn keine Platte dazwischen geschaltet 
wäre. 

[66] Wir haben vorhin bemerkt (Art. 15), dass, wenn die 
Dimensionen eines Körpers sämmtlich Grössen ein und der- 
selben Ordnung sind, die Resultate der wahren Theorie sich 
wenig von denen unterscheiden, die wir erhalten würden bei 
der Annahme, das magnetische Fluidum verhalte sich ähnlich 
dem elektrischen, so dass es sich frei von einem Theile des 
Leiters zu einem anderen bewegen könne ; wenn aber, wie in 
vorstehendem Beispiele, eine der Dimensionen sehr klein ist, 
im Vergleiche mit den anderen, so findet ein ganz anderes 
Verhalten statt; denn, wenn wir in vorstehenden Formeln g 
genau = 1 setzen, so beziehen sie sich auf die letztere An- 
nahme (Art. 15], und da alsdann F= 0*wird, so nentralisirt 
die eingeschaltete Platte vollständig die Wirkung irgend 
welcher magnetischer Körper in beliebiger Lage, vorausgesetzt 
nur, dass sie sich auf der dem angezogenen Punkte entgegen- 
gesetzten Seite befinden. Dieses unterscheidet sich wesentlich 
von dem, was oben der correcten Theorie gemäss entwickelt 
worden ist. Ein ähnlicher Unterschied zwischen den Resul- 
taten der beiden Theorieen findet statt, wenn wir die Ein- 
wirkung des Erdmagnetismus auf eiü magnetisches Theilchen 
betrachten, welches im Inneren einer Kugelschale sich befindet, 
wenn nur deren Dicke gering ist im Vergleich zu ihrem 
Radius; wie solches erhellt, wenn man in der bezüglichen 
Formel, die im ersten Theile dieses Artikels entwickelt ist, 
^ = 1 setzt. 

(17.) Da CoulomV^ Versuche mit cylindrischen, bis zur 
Sättigung magnetisirten Drähten zahlreich und sehr genau 
sind, so glaubten wir unsere kleine Abhandlung nicht besser 
abschliessen zu können, als durch directe Herleitung solcher 
Folgerungen aus der Theorie, die einen unmittelbaren Ver- 
gleich mit jenen gestatten, und um dieses auszuführen, 
wollen wir zunächst annehmen, ein cylindrischer Draht, mit 
dem Radius a und der Länge 2A, sei der Wirkung einer 
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constanten Kraft f ausgesetzt, die parallel der Axe des Drahtes 
wirke, und dann wollen wir versuchen, den im Drahte indu- 
cirten magnetischen Znstand zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
mag r eine Senkrechte von einem Punkte p innerhalb des 
Drahtes auf seine Axe bedeuten und x die Entfernung des 
Fasses dieser Senkrechten von der Mitte der Axe; wenn man 
dann f die Richtung der positiven a;-Axe hat, so erhält man 
filr den Werth der Potentialfunction , der von den äusseren 
Kräften herstammt, 

and die Gleichungen (i) und [c] Art. 15 ergeben, wenn man 
die überflüssige Constante fortlässt: 

wo (r), die Distanz p'yda^ in Klammem geschlossen wurde, 
um Zweideutigkeit zu vermeiden, und p' der Punkt ist, auf 
welchen tfß' sich bezieht. In Folge desselben Artikels ist 
= dg) und = dtp, und da q) und rp offenbar nur von 
X und r abhängen, werden diese Gleichungen, vollständig 
ausgeschrieben, lauten: 

0-r2^ 4- — /^^\ 
dx^ ^ dr\ dr )' 



»-"S+f'(^) 



Da r stets sehr klein im Vergleich zur Länge des Drahtes, 
so kann man (p in eine Reihe nach steigenden Potenzen von 
r entwickeln: 

99 = X + Xir + X^r^ + etc.; 

[67] wo X, Xi; X] bloss Functionen von x sind. Substituirt 
man diesen Werth in die obige Gleichung und vergleicht die 
Coeflßcienten gleicher Potenzen, so kommt: 

^ cPX r2 , d^X r4 
In ganz derselben Weise findet man für ^: 
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Jetzt erübrigt noch die Werthe von X und Y als Funotionen 
von X zn finden. Wenn p' auf der Axe des Drahtes liegt, 
so wird Gleichung (c) : 

J [r) \dw) ' 

das Integral über die gesammte Oberfläche des Drahtes er- 
streckt: y soll zum Punkte p' gehören, dessen Coordinaten 
mit Accenten versehen sind. 

Der Theil von Y' , der zum kreisförmigen Ende des Praht- 
cylinders gehört, wo x = — A ist, wird sein : 

da hier da == 27trdr, und -^2 e= _ — bei Vernachlässi- 

dw dx 

gung der Grössen von der Ordnung a^ wegen ihrer Kleinheit; 

X" ist der Werth von X für a; = — A. 

Am anderen Ende ist a: = +A, da =s 27trdry und 
-^ == — , folglich der diesem entsprechende Theil: 

dX'" r''27vrdr . dX" 
dx 






wo X"' der Werth von X für a? = + A , 

Auf der gekrümmten Cy linderfläche ist da =z2fcadx und 

-—• = — -^ z=s ^a -T-y , vorausgesetzt, dass Grössen von 

^ der Ordnung a^ im Vergleich zu den übrigbleibenden vernach- 
lässigt werden. Der übrigbleibende Theil ist mithin gleich 



2 fdx d^X 



das Integral von x = — k bis a: = + A genommen. Der 
totale Werth von Y' ist also: 
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-Tta^j 



dx 
dxd^X 



[r] dx^ ' 



das Integral hat dieselben Grenzen wie vorhin. Wenn wir 
nun für (r) seinen Werth V(x — ar'j^-f-a^ setzen, so kommt: 

[68] -^a'^J--^ = -r,a'^J-^^===^^-^^ 

beide Werthe von 2; = — X bisa; = +Ä genommen. 

Wegen der Kleinheit von a sind die Elemente^ des letzten 
Integrales, fßr die x nahe gleich x' ist, sehr gross im Vergleich 
mit den übrigen, und deshalb ist der angenäherte Werth des 
letzten Ausdruckes gleich: 

wo -4 = / = 2 log — (sehr nahe) ^^) ; 

*^Y(x — a/)^+a2 a 

die beiden Integralgrenzen sind • — ^tt und + jU , wo ^ so 
gewählt wird, dass, wenn p' irgendwo auf der Axe des Drahtes 
liegt, ausgenommen in unmittelbarer Nähe eines Axenendes, 
die Annäherung sehr wenig vom wahren Werthe abweicht, 
der übrigens in jedem Falle unschwer ermittelt werden kann. 
Da wir jetzt durch Substitution einen vom Integralzeichen 
befreiten Werth von Y' haben, so erhalten wir den von Y, 
indem wir x für x' und X für X' setzen; dadurch wird: 

— 2 ?r^- [V (A + x)i + a^~K — x] 

— 7t a^ A j o • 

dx^ 
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Setzen wir in Gleichung (c): r= 0, so wird: 

und wenn man den vorstehenden Ausdruck fllr Y einsetzt: 

eine für jeden Werth von x^ von a: = — X bis a; = -|->l, 
gültige Gleichung. 

In denjenigen Fällen, in welchen wir unsere Theorie 
prüfen woQen, ist (1 — g) eine kleine Grösse von derselben 
Ordnung wie a^A^ daher sind die drei Grössen der ersten 
Zeile unserer Gleichung von der Ordnung a^AX\ setzen wir 

jetzt a: = + A , so ist f^ --= a von der Ordnung a^'A* X"', 

mithin -^ '- X"' eine kleine Grösse von der Ordnung a A ; 

für einen anderen Werth von x aber wird der Factor von 
—z — von der Ordnung a^, und deshalb kann ohne merklichen 
Fehler das bezügliche Glied fortgelassen und gesetzt werden: 

— — -7- A == u. 
ax 

Setzt man ebenso x = — A , so kann das Glied, welches —3 — 

' ' dz 

enthält, vernachlässigt, also 

^^" ^ Y" _ 

gesetzt werden. [69] Mithin reducirt sich unsere Gleichung auf: 

= (l-,)X-|(,aU)g-^^.., 
deren allgemeines Integral 
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X = /f/"^, + B . e-f^» + C ' o+l»*; 

^7t[l—g) 

4(1 g) • 

WO ß^ = -~ — j-~ gesetzt ist und B und C zwei beliebige 

Constanten sind. Bestimmt man dieselben durch die Bedin- 
gnngen: 

— -^ X'" 



— — -i-X"- 
^- dx ~ ^ ' 



so kommt schliesslich: 



X = ^i^/ i^ e^^^e-^^ 






\7t[\—g) 

Aber die Dichtigkeit des Fluidums an der Oberfläche des 
Drahtes, welche dieselbe Wirkung hervorruft, wie der magne- 
tische Draht selbst, ist sehr nahe gleich 



d(p d(p d^'X. 

dw dr * dx^ 



(sehr nahe), 



deshalb ist die gesammte Menge in einem unendlich dünnen 
Abschnitt, dessen Dicke dx ist, gleich 

dx^ 4(1 — g) eP*' + e p* 

Da die constante Grösse f die Coercitivkraft von Stahl 
oder einer anderen ähnlichen Substanz darstellt und wir an- 
nehmen, dass diese Kraft in allen Theilen der Masse ein und 
deiflselben Werth habe, so wird offenbar das Streben eines 
bis zur Sättigung magnetisirten Drahtes, in den natürlichen 
Zustand zurückzukehren, an allen Stellen genau gleich f sein; 
und deshalb, sowie wegen der länglichen Gestalt, wird der 
Grad des remanenten Magnetismus ebenso gross sein, wie der 
in einem leitenden Drahte durch die Kraft f inducirte Werth, 
falls diese parallel der Axe wirkt. Daraus folgt, dass die 
vorstehenden Formeln auf magnetisirte Stahlnadeln angewandt 
werden können. Es hat aber Herr Biot (Trait6 de Phys. 
Tome 3, Chap. 6) aus CoulomVs Versuchen erwiesen, dass die 
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scheinbare Menge freien Floidums in einem unendlich dünnen 
Abschnitt dargestellt werde dnrch 

Dieser Ausdruck stimmt genau mit dem vorhin theoretisch 
entwickelten überein, und giebt zur Bestimmung der Gonstanten 
A' und ft' die Beziehungen: 

[70] Das Kapitel, in welchem diese Versuche besprochen 
werden, bringt auch zahlreiche Resultate in Hinsicht auf die 
Kräfte, mit welchen magnetisirte Drähte in den Meridian zurück- 
zukehren streben, wenn sie um einen gewissen Winkel ans 
demselben abgelenkt werden, und es ist leicht nachzuweisen, 
dass für einen dünnen Draht mit variablem Querschnitt s 
diese Kraft proportional ist dem 



/ 



sdx 



dcp 



wenn der Draht irgendwie bis zur Sättigung oder anderswie 
magnetisirt ist, wobei das Integral sich über die gesammte 
Länge des Drahtes erstreckt. Aber in einem cylindrischen, 
gesättigt magnetisirten Drahte ist, wenn Grössen von der 
Ordnung d^ fortgelassen werden, 

dx dx ^7t{\ — g)\ e?^ + e^ß^f ^' 

daher ist für diesen Draht die fragliche Kraft proportional 

3gfa^ f 2{eß^-e'-t^^) ] 

Der Werth von g, der von der Beschaffenheit der Nadel- 
substanz abhängt, mag gegeben sein, wie solches erforderlich 
ist; dann haben wir nur noch ß zu bestimmen, wenn wir 
dieses Resultat mit der Beobachtung vergleichen wollen. Aber 

ß hängt von ^ = 21og— ab, und weil a sehr klein ist, so 

ändert sich A nur sehr wenig bei beträchtlichen Aenderungen 
von fi, so dass wir in jedem Falle mit hinreichender Genauig- 
keit beurtheilen können, welcher Werth von ju angewandt 
werden muss: dessen ungeachtet wird es besser sein^ — um 
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alle Unbestimmtheit zu vermeiden, — die Orösse A durch die 
Bedingung zu bestimmen, dass die Summe der Fehlerquadrate, 

die durch Anwendung des Werthes A-^-j^ (wie wir gethan 

/•+^ dx 

haben) als Annlhemng ^. j _^ ^=== began^n we. 

den, ein Minimum werde für die gesammte Drahtlänge. Auf 
diese Art finde ich, dass, wenn X so gross ist, dass Grössen 

von der Ordnung -ry 'vernachlässigt werden dürfen, 

A = 0.231683 — 2 log a/9 + 2 a/9; 

wo 0.231863 = 2 log 2 — 2 (^); [A\ ist die Grösse, welche 
in LacrM Traits du Calc. Diff. Tome 3, p. 521 A genannt 
ist.^^) Setzt man diesen Werth von A ein in die Gleichung 

^ ^ga^A ' 

die vorhin gegeben war, so erhält man: 

(a) \^g^,p =0.231863 — 21oggig + 2a/g. 

Hieraus erkennen wir, dass, wenn die Beschaffenheit der 
Drahtsubstanz sich nicht ändert, die Grösse aß constant 
bleibt, so dass mithin ß sich umgekehrt [71] wie a verhält. 
Das stimmt mit Herrn Biot's im vorigen Kapitel angeführtem 
experimentellem Funde überein, wie aus der Ueberlegung er- 
hellt, dass 

ß = — logfi'. 

Ans einem mit äusserster Sorgfalt von Couhmh mit einem 
magnetischen Drahte von ^ Zoll Radius angestellten Ver- 
suche \iVii Biot den Werth von fi' gleich 0.517948 gefunden 
(Traits de Phys. Tome 3, p. 78). Mithin haben wir in diesem 
Falle: 

aß = ^^ log ft' = 0.0548235 , ^ 

12 

welcher Werth, zufolge der vorhin gemachten Bemerkung, für 
alle Stahldrähte brauchbar sein muss. Substituiren wir diesen 
Werth in die Gleichung (a) des gegenwärtigen Artikels, so 
kommt 

0atwald*8 Klassiker. 61. 8 
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g = 0.986636. 

Mit diesem Werthe von g können wir die Kräfte berechnen, 
mit welchen verschieden lange Stahldrähte, deren Radius 
^ Zoll beträgt, nach dem Meridiane zurückzukehren streben, 
um die Resultate mit den tabellarisch geordneten Beobach- 
tungen CoulomVSj wie sie Herr Biot giebt, zu vergleichen 
(Traits de Phys. Tome 3, p. 84). Vorhin haben wir bewiesen, 
dass für irgend einen Draht diese Kraft dargestellt werden 
kann durch: 



k 



(ß^- 






=^) = ^[ß^ 



l_^-2/?A 



1 +e 






k = 



WO wir zur Abkürzung gesetzt haben: 

_ 3y/ ' a^ 

2ß[i-g] ' 

Ferner ist gezeigt worden, dass für irgend welchen Stahldraht 
gesetzt werden kann 

aß= 0.0548235, 

wo die Längeneinheit gleich dem französischen Zoll gesetzt 
ist; und da gegenwärtig a = 3^, so kommt ß = 0.657882. 
Es erübrigt also bloss noch k aus einer Beobachtung zu be- 
stimmen, z. B. aus der ersten, aus welcher k = 58^.5 sehr 
nahe sich ergiebt; die Krilfte sind hierbei durch die ihnen 
äquivalenten Torsionen gemessen. Mit diesem Werthe von k 
haben wir die letzte Columne der nachfolgenden Tabelle be- 
rechnet : 



Länge 2A. 


Torsion 


Torsion 


Zoll 


beob. 


ber. 


18 


288° 


287°.9 


12 


172 


172 .1 


9 


115 


115 .3 


6 


59 


59 .3 


4.5 


34 


33 .9 


3 


13 


13 .5 



Die letzten drei Beobachiungen haben wir absichtlich fortge- 
lassen, weil die angenäherte Gleichung (a) nicht für sehr kurze 
Drähte gültig ist. 
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[72] Das3 die Unterschiede zwischen den beobachteten und 
berechneten Resultaten überaus klein sind, ist sehr bemerkens- 
werth, wenn wir überlegen, dass der Werth von ß aus einer 
ganz anderen Art von Versuchen, als in vorliegender Reihe, 
abgeleitet worden ist, und dass von letzteren nur ein einziger 
Werth zur Ermittelung der constanten Grösse ^, die von der 
Coercitivkraft f abhängt, herangezogen worden ist. 

Die Tabelle auf Seite 87 des soeben citirten Bandes 
bringt eine andere Reihe von beobachteten Torsionen für 
verschiedene Längen eines viel dünneren Drahtes, dessen 

1 1 / 38 
Radius a == -- 1/ ---- war : wir finden aus demselben den 

12 ' obo 

entsprechenden Werth von ß = 3.13880, und die erste Beob- 
achtung in der Tabelle giebt k = 0°.6448. Mit diesen Werthen 
ist, ebenso wie vorhin, die letzte Columne der nachstehenden 
Tabelle erhalten worden: 



Länge 2 A 


Torsion 


Torsion 


Zoll 


beob. 


ber. 


12 


11°.50 


11.50 


9 


8 .50 


8.46 


6 


5 .30 


5.43 


3 


2 .30 


2.39 


2 


1 .30 


1.38 


1 


.35 


0.42 


0.5 


.07 


0.084 


0.25 


.02 


0.012 



Auch hier sind die Differenzen zwischen beobachteten und 
berechneten Werthen durchweg klein, und da der Draht ein 
sehr dünner war, so durfte unsere Formel auf weit kürzere 
Stücke, als in dem vorigen Falle, angewandt werden. Im All- 
gemeinen darf, wenn die Länge des Drahtes 10 bis 15 mal 
den Durchmesser desselben übertrifft, ohne Bedenken unsere 
Formel Anwendung finden. 
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Anmerkungen, 

George Green wurde — nach Angabe von Sir W. Thom- 
son — am 14. Jnli 1793 in Nottingham geboren. Sein Vater 
war daselbst zuerst Bäckermeister^ und bald darauf Müller in 
dem benachbarten Dorfe Sneinton; der Sohn half ihm getreu- 
lich bei der Arbeit. Die vorliegende berühmte Abhandlung 
erschien 1828 zu einer Zeit, da der Autor am dringlichsten 
durch Verwaltung des väterlichen Geschäftes in Anspruch 
genommen war. Hierauf beziehen sich die überaus beschei- 
denen Worte in der Einleitung S. 9. Anfang des Jahres 1829 
starb der Vater, und das Geschäft ging gänzlich in die Hände 
des Sohnes über,' der sich indess nach einigen Jahren desselben 
entledigte, um seiner Neigung zur Wissenschaft Folge zu geben. 
Doch fanden seine Arbeiten damals wenig Sympathie, auch 
verstand er nicht recht seine Untersuchungen bekannt zu 
machen ; schon stand er im Begriffe seine mathematischen Be- 
schäftigungen aufzugeben, als Freunde ihm riethen, die Uni- 
versität Cambridge zu besuchen und seine Forschungen in den 
Philosophical Transactions gelehrter Gesellschaften zu veröffent- 
lichen. Sein zweites Werk wurde 1832 durch Sir Edward 
Bromhead der Cambridge Philosophical Society vorgelegt; 
dasselbe geschah mit sämmtlichen späteren Arbeiten. 

Im Jahre 1833 trat Green in das Gonville- und Caius- 
College ein und erwarb sich im Januar 1837 den Grad eines 
Baccalaureus mit hohen Ehren, da sein Name der vierte unter 
den »wranglers« war. Im Jahre 1839 ward er zum Fellow 
desselben College erwählt, kehrte seiner schwachen Gesundheit 
wegen 1840 nach Sneinton zurück, wo er am 31. Mai 1841 
verschied. 

Zehn Abhandlungen hat er im Ganzen veröffentlicht, die 
in einem Bande zusammengestellt erschienen unter dem Titel: 
»Mathematical papers of the late George Green, edited by 
N. M. Ferrers, fellow and tutor of Gonville and Caius College, 
London, Macmillan & Co. 1871.« Die drei ersten Abhandlungen 
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behandeln die Potentialtheorie nebst Anwendungen derselben 
auf Elektricität und den Magnetismus (1828—1833). Von 
diesen bildet insbesondere die erste, hier in deutscher Ueber- 
setzung yeröffentlichte neben den Arbeiten von Laplcice, 
JPoisson und Gauss eine der grundlegenden Arbeiten der 
genannten Theorie; in ihr wird auch zuerst das Wort Poten- 
tialfunction eingeführt. Abhandlung vier und sieben (1837, 
1839) behandeln die Lehre von den Wellen in begrenzten 
Kanälen, fünf, sechs, acht und neun die Spiegelung und 
Brechung des Schalles und des Lichtes in homogenen, nicht- 
krystallinischen und krystallinischen Medien (1837 — 1839), 
zehn (1833) die Bewegung von Pendeln in Flüssigkeiten. In 
der kurzen Zeit wissenschaftlichen Schaffens hat sich Green 
für alle Zeiten ein Denkmal gesetzt, so dass er stets zu den 
Klassikern allerersten Ranges gerechnet werden wird. — 
Der ganze Titel der vorliegenden Arbeit ist folgender: 

AN ESSAY 

ON THB 

APPLICATION 

OF 

MATHEMATICAL ANALYSIS TO THE THEORIES OF 
ELECTRICITY AND MAGNETISM. 



BT 

GEORGE GREEN. 



i^ottingijant: 

PRINTED FOR THE AUTHOR, BY T. WHEELHOUSE. 

SOLD BY HAMILTON, ADAMS & Co. 33, PATERNOSTER ROW; LONGMANS & Co. ; 

AND W.JOY, LONDON; J. DEIGHTON, CAMBRIDGE; 

AND S. BENNETT, H. BARNETT, AND W. DEARDEN, NOTTINGHAM, 



1828. 

Sie beginnt mit folgender Widmung: 

»Seiner Gnaden dem Herzog von Newcastle, E. 6. 
Lord Lieutenant der Grafschaft Nottingham, 
Yicepräsident der Royal Society of litterature, 

etc. etc. etc. 



Herr Herzog, 

Yon Ew. Gnaden gütiger Erlaubniss Gebrauch machend, 
veröffentliche ich den folgenden Aufsatz unter Ihren hohen 
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Anspicien. Ich schätze mich ausserordentlich glücklich, dass 
mein erster Versach, einige der interessantesten Naturerschei- 
nungen zu erklären, unter dem Patronat eines Edelmannes 
erscheint, welcher sich für die Förderung von Wissenschaft 
und Litteratnr stets aufs lebhafteste interessirt hat, besonders 
in der Grafschaft, die er so vorzüglich regiert. 

Ich habe die Ehre, 

Herr Herzog, 

zu zeichnen als Ew. Gnaden gehorsamster 
und dankbarer Diener 

George Green. 

Sneinton bei Nottingham, 29. März 1828.« 

Auf diese Widmung folgt die Vorrede (S. V— VHI, S. 3 — 9 
der Uebersetzung) und am Schluss derselben ein Verzeichnias 
von 52 Subscribenten, an deren Spitze der Herzog von New- 
castle steht. Der eigentliche Text (von 8. 10 der Ueber- 
setzung an) umfasst 72 Seiten in Quart. 

Trotz ihrer Wichtigkeit ist die Green'&chQ Abhandlung in 
England nur wenig, auf dem Continent zunächst gar nicht 
bekannt geworden. So kam es, dass viele der in derselben 
niedergelegten Resultate von anderen Forschern, wie Chasles, 
Sturm, Sir W. Thomson^ namentlich aber Gauss (cf. Heft 2 
der Klassiker), ohne Kenntniss der Leistungen von Green 
von Neuem entdeckt wurden. Das veranlasste Sir W. Thomson, 
der auch erst später auf Green aufmerksam geworden war, 
zur Wahrung der Priorität seines Landsmannes die Arbeit 
mit einer kurzen Notiz über den Verfasser nochmals im Grelle- 
sehen Journal abdrucken zu lassen [Grelle J. f. Math. Bd. 39 
(1850), 44 (1852), 47 (1854)]. Ein weiterer Abdruck ist in 
den SQhon oben erwähnten, y on Ferrers herausgegebenen »Mathe- 
matical papers« enthalten. Endlich ist 1889 ein Facsimile- 
druck der Arbeit in 100 Exemplaren bei Mayer und Müller 
in Berlin erschienen. Eine deutsche Uebersetzung ist bisher 
noch nicht veröflfentlicht. — Die der Uebersetzung beigesetzten 
Seitenzahlen sind die der Originalausgabe. 
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1) Zu S. 1. Die hier erwähnte Abhandlung von Cavendish 
vom Jahre 1771 steht in den Londoner Philos. Transact, nnd 
hat den Titel: »An Attempt to explain some of the principal 
phaenomena of electricity by means of an elastic flnid.cc 

2) Zu S. 3. Die Poisson'sehen Abhandlungen findet man 
in den Mdm. de I'lnstitut (Tom XII, 1811) unter dem Titel: 
»Sur la distribution de T^lectricit^ ä la surface des corps 
conductenrs« [sie wurde erst am 9. April ^ resp. 3. August 
1812 gelesen). 

3) Zu S. 10, Der Begriff der Potentialfunction kommt 
zuerst'bei Lagrange vor (M^m. d. Berlin 1777 8. 155), und 
zwar bezogen auf ein System discreter anziehender Punkte. 
Laplace^ der diese Function zuerst auf continuirliche Massen 
angewandt hat (M^m. de Paris 1782, erschienen 1785), scheint 
auf dieselbe gelangt zu sein, ohne die Priorität von Lagrange 
zu kennen. Weder die genannten Autoren noch Poisson 
haben fär die in Rede stehende Function einen besonderen 
Namen eingeführt; das war, wie schon oben erwähnt, Green 
vorbehalten (8. 10 und 23 der Uebersetzung) . Gauss (All- 
gemeine Lehrsätze, vgl. Klassiker Nr. 2) bezeichnet dieselbe 
Function als Potential. In seiner eigentlichen Bedeutung 
ist der Begriff des Potentials oder der Potentialfunction auf 
Kräfte beschränkt, die nach dem Newton' ^o^k^ji Gesetze wirken. 
In der neueren Physik wird er in erweitertem Sinne auch 
auf andere Kräfte angewandt. In der Mathematik ist, falls 
es sich um andere als nach dem 'Newton^ %<:\iQu Gesetz wir- 
kende Kräfte handelt, der von Hamilton (Philos. Transact. 
1834) eingeführte Name Kräfte function (force function) 
gebräuchlich. 

Bei der Anwendung der Potentialfunction auf elektrische 
Massen ist zu beachten, dass, da gleichartige Massen sich 
abstossen, die nach irgend einer Richtung genommene Kraft- 
componente durch den negativen Differentialquotienten der 
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Potentialfunction nach der betreffenden Richtnng dargestellt 
wird; wogegen bei der Gravitation, bei der es sich nur um 
Anziehungen handelt, die Eraftcomponente gleich der posi- 
tiven Ableitung der Potentialfunction nach der betreffenden 
Richtung ist. 

4) Zm S, 15. Man nennt »cascadenförmig« jene Schaltung, 
bei welcher die innere Belegung einer Leydener Flasche mit 
dem Conductor der Elektrisirmaschine, die äussere Belegung 
dagegen mit der inneren einer zweiten Flasche verbunden 
wird, u. s. f. : eine jede äussere Belegung mit der inneren 
einer folgenden Flasche, bis endlich die äussere Belegung der 
letzten Flasche zur Erde abgeleitet wird. 

5j Zu S. 18, Der Titel der beiden Abhandlungen lautet: 
»Sur la th6orie du magn^tisme.cc 

6) Zu S. 21. Die Gleichung öV = Q^ die nach ihrem 
Entdecker Laplace' sehe Gleichung genannt wird, ist von 
diesem in den M^m. de Paris 1782 sowie in der M^canique 
Celeste aufgestellt, ohne dass dabei erwähnt ist, dass dieselbe 
nur für Punkte ausserhalb der anziehenden Masse gilt. Auf 
die Nothwendigkeit dieser Einschränkung hat zuerst Poisson 
im Bulletin d. 1. Soc. Philomatique 1812, t. 3, p. 388 auf- 
merksam gemacht. Nach dem letzteren Autor heisst die für 
Punkte im Innern der anziehenden Masse geltende Gleichung 
ÖV= — 4irß Poisson'sche Gleichung. 

7) Zu S. 22. Der Green^sche Beweis der Poisson'schen 
Gleichung, der mit dem ersten der drei von Poisson selbst 
gegebenen Beweise identisch ist, setzt stillschweigend voraus, 
dass die Dichtigkeit der kleinen Kugel constant ist, und kann 
daher für Massen von variabler Dichtigkeit nicht als streng 
angesehen werden. Der Nachweis der allgemeinen Gültigkeit 
jener Gleichung bildete längere Zeit eine der Hauptaufgaben 
der Potentialtheorie. Den ersten befriedigenden Beweis ver- 
danken wir Gauss (Allgemeine Lehrsätze etc. Art. 8 — 11, 
vgl. Heft 2 der Klassiker). 

Auch der folgende Beweis, dass — \~T^] ^^® ^^ ^^^ Rich- 
tung q wirkende Kraftcomponente auch für innere Punkte 
darstellt, ist aus dem so eben angeführten Grunde nicht als 
streng zu betrachten. Einen strengeren Beweis findet man 
bei ClausiuSy »die Potentialfunction und das Potential« (2. Auf- 
lage, Leipzig 1867). 
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8} Zu S. 23. Dieser Ausspruch Ghreen!^ beruht wohl auf 
einem Irrthum. Dass im Gleichgewichtszustände freie Elek- 
tricität sich nur an der Oberfläche der Leiter befindet, ist 
schon von Poisson in der Arbeit vom Jahre 1812 (vgl. An- 
merkung 2) als eine Consequenz des Satzes von der Abstossung 
gleichnamiger Elektrici täten hingestellt (S. 3 jener Arbeit). 
Der strenge, hier gegebene Beweis fehlt allerdings bei Poisson, 

9) Zu S. 24. Die hier aufgestellte Gleichung, resp. die 
Gleichung 

fdxdydzUdV+fdaul^\ 

nennt man den Grreen^sdhen Satz. 

10) Zu S. 27. Der Beweis S. 24—27 bedarf noch in so 
fem einer Ergänzung, als gezeigt werden muss, dass die nach- 
zuweisende Gleichung . auch bestehen bleibt, wenn das über 
dem Elemente dydz errichtete Prisma, dessen Kanten der 
;i;-ALxe parallel sind, die Oberfläche in mehr als zwei Punkten 
schneidet. 

Das beim Beweise benutzte Verfahren, das Element dydz 
als Projection der beiden Oberflächenelemente da', da" zu 
betrachten, verdanken wir Gauss (vgl. Heft 19 der Klassiker 
8. 53). Die verschiedenen Vorzeichen in den beiden Aus- 
drücken für dydz' rühren, wie der Deutlichkeit halber her- 
vorgehoben werden mag, daher, dass dw jedesmal die Richtung 
der inneren Normale vorstellt, und dass diese mit der Rich- 
tung der positiven :r-Axe einmal einen spitzen, das andere 
Mal einen stumpfen Winkel bildet. 

11) Zu S. 27. Die Fassung des 6rree;^^schen Beweises 
erscheint in so fern nicbt ganz streng, als 6— im Punkte j^' 
seinen Sinn Verliert und man daher nicht sagen kann, dass 
d— überall innerhalb der Kugel mit dem Radius a ver- 

T 

schwindet. Strenger würde etwa folgende Fassung des Be- 
weises sein: man nenne den gegebenen Raum T, femer den 
Raum, der übrig bleibt, wenn man von T die Kugel a weg- 
nimmt, T'. Dann kann man die Gleichung (2) ohne weiteres 
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auf den Raum T' anwenden. Das so erhaltene Resultat bleibt 
richtig, wenn man den Radins a der nm p' beschriebenen 
Kugel immer mehr verkleinert und schliesslich beliebig klein 
werden lässt. Durch diesen Grenzübergang erhält man un- 
mittelbar die Gleichung (3). 

Zum besseren Verständniss des von Green Gesagten mögen 

ferner noch folgende Erläuterungen Platz greifen. Dass ü 

1 
in der Nähe des Punktes p' nahezu = — ist, heisst, U ist 

von der Form — \- U,. und U, ist innerhalb T überall end- 

T 

lieh. Schreibt man Z7= — (1 +rZ7,), so erkennt man, dass 

in der Nähe von p' rUf sehr klein, ?7sehr nahe = — ist. — 

Die Werthe der über die Kugelfläche a zu erstreckenden 
Integrale ergeben sich folgendermaassen. Wie im Text gesagt, 

ist an jener Kugelfläche ^ — = ^. Ferner ist für diese 

Fläche do = a^dX^ falls dl ein Flächenelement einer Kugel 
vom Radius 1 bezeichnet. Daher wird 

fdaV^ = —fa^div\ = —CdlV. 

Nun bezeichnet V den Werth dieser Function in einem Punkte 
der Kugelfläche a, V ihren Werth in jö'. Da F' sich con- 
tinuirlich ändert, so unterscheiden sich V und V für 
kleine a um eine Grösse von der Ordnung a, d. h. es ist 
V= F' + aF", wo V" eine endliche Grösse bezeichnet. 
Das obige Integral nimmt daher, da V sich nicht ändert, 
wenn man von einem Punkte der Kugelfläche zum andern 
übergeht, die Form an: 

—JdlV= —V'fdl - aCv'dl . 

jdX ist aber =47r; und das in a multiplicirte Integral ver- 
schwindet bei dem Uebergang zu a = 0. (Eigentlich ist 

-J — = ö + -r-^ • Aber das durch den Term -r— ' hinzu- 

aw a^ dr dr 

kommende Glied ist von der Ordnung d^ und wird daher 
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mit abnehmendem a beliebig klein.) In ganz ähnlicher Weise 
folgt, dass das über die Engelfläche zu erstreckende Integral 

/dV 
daU -r— verschwindet. 
dw 

12) 2kl S, 30. Hier würde hinzuzufügen sein: »und weil 

dV 
dort auch r -^ — j- verschwindet.« Das folgt aus der bekannten 

»^ r idV\1 

Eigenschaft des Potentials, dass Um(rV') und /«Vwlr^j-T— 7JI 

für r = C50 endlich bleiben. 

\^) 2kl S, 32. Die hier auftretende Function U nennt 
jRiemann (Schwere, Elektricität und Magnetismus, Vorlesungen, 
herausgegeben von Hattendorf. 1. Aufl. 1876) die Gr^ew'sche 
Function, F. Neumann (Vorlesungen über die Theorie des 
Potentials, herausgegeben von C. Neumann^ 1887) die charak- 
teristische Function des betreffenden Raumes. In der Regel 
versteht man unter der Green^^Q\iQVL Function G eines Raumes 
diejenige Function, die nebst ihren Ableitungen innerhalb 
jenes Raumes überall endlich und stetig ist, die femer dort 
der Gleichung (JG = genügt, und die endlich an der Grenze 

des Raumes = - wird, wo r den Abstand von einem inner- 

T 

halb des betrachteten Raumes gelegenen Punkte, dem Pol der 
Function, bezeichnet. Die von Green benutzte Function U 
hängt mit G durch die Gleichung 

U=^ — G 

r 

^zusammen. — Die Existenz der Function ü (resp. 6?) wird 
hier physikalisch begründet. Der analytische Nachweis 
der Existenz dieser Function für beliebige Räume bildet eine 
der wichtigsten Aufgaben der modernen Potentialtheorie. 
(Vgl. auch Heft 2 der Klassiker, Anmerk. S. 58 u. 59.) 
14) Zu S. 36. Dass durch die Substitution des Ausdrucks 

für [q) (Seite 35) F" = J^ wird, ergiebt sich folgendermaassen. 
Zunächst liefert jene Substitution 

'daV 



a Ci 

~ 27t J' 



Wegen des unendlich kleinen Factors a verschwinden alle 
Theile dea Integrals, für die f nicht ebenfalls unendlich klein 
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ist. Den nnendlich kleinen Theil der Fläche, der somit nor 
in Betracht kommt, kann man dnrch ein unendlich kleines 
Stück der Tangentialebene ersetzen. Innerhalb jenes Flächen- 
stückes ändert sich ferner V nur unendlich wenig ; vernach- 
lässigt man daher unendlich Kleines zweiter Ordnung, so kann 

man V innerhalb des in Rede stehenden Flächenstfickes als 

constant ansehen, und zwar ist für V der Werth zu nehmen, 
den diese Function im Fusspunkte von a hat Man hat so 

wo das Integral über einen unendlich kleinen Theil der Tan- 
gentialebene des Fusspunktes von a zu erstrecken ist. Statt 
dessen kann man das Integral über die ganze Tangential- 
ebene ausdehnen, da die hinzugenommenen Theile, für die / 
endlich ist, doch verschwinden. Führt man in der Tangential- 
ebene Polarcoordinaten ein, deren Pol der Fusspunkt von a 

ist, so wird da = rdrdq)^ /* = Va*^ -f- r^ ; und nach gp ist 
zu integriren von bis 27r, nach r von bis oo. Die Aus- 
führung der Integration ergiebt / -^ = — , und es wird 

V= V. 

15) Zu S. 39. In der von Ferrers besorgten Oesammt- 
ausgabe der 6r/*ß^schen Abhandlungen befindet sich eine . 
Anmerkung, die folgendermaassen lautet:/^*^ -^VyA* ^^^•'Y 

»Der wichtige in Artikel 6 aufgestellte Satz über die Ver- 
tauschbarkeit kann durch folgenden, von Prof. Maxwell her- 
rührenden Beweis in ein helleres Licht gestellt werden: Es 
seien A und B zwei Punkte einer geschlossenen leitenden 
Fläche, und es befinde sich die Einheit positiver Flektricität 
in einem Punkte Q innerhalb der Fläche, alsdann wird eine 
Einheit negativer Elektricität 90 auf der letzteren vertheilt 
sein, dass nach aussen gar keine elektrische Kraft auftritt und 
allenthalben ausserhalb der Fläche das Potential gleich Null 
ist. Das Potential in einem inneren Punkte P, wie es 
von der Elektricität an der Oberfläche herrührt, ist eine 
Function der Coordinaten von P und Q und ausserdem noch 
abhängig von der Form der Oberfläche. — Nennen wir dieses 
Potential Gp^^\ so muss bewiesen werden, dass Gp^^^ = Gq^^ 
sei, oder in Worten: dass das Potential in P, das von 
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derjenigen Flächenbelegung herrührt, die von der Einheit 
positiver Elektricität in Q inducirt wird, gleich ist dem Poten- 
tial in Qj wenn letzteres von der, von der Einheit positiver 
£lektricität in P an der Oberfläche inducirten Ladung her- 
vorgerufen wird. Es sei X ein Punkt ausserhalb der Ober- 
fläche. Das Potential in demselben ist gleich Null, mithin ist 

^rf5,,,-i_ + _L = o (i), 

WO qa die Dichtigkeit und dSA das Oberflächenelement in 
einem Punkte A der Oberfläche bedeutet; die Integration 
erstreckt sich über die ganze Fläche. Zufolge der Definition 
ist femer 

^^SaQä-Ip = G^") .(2). 

Nehmen wir nun die Einheit positiver Elektricität in P an 
und nennen qb die Dichtigkeit auf einem Elemente dSß in Bj 
so haben wir auch 

^rr 1 1 

für alle Punkte ausserhalb der Fläche oder auf derselben, 
da hier überall das Potential gleich Null ist. Liegt nun X 
auf der Fläche, etwa in ^, so wird aus vorstehender Gleichung: 

Setzen wir dieses in die Gleichung (2) ein, so kommt: 

—^^dSAdSBQAQB-^ = Gp(^) , 

und da dieser Ausdruck zugleich für Gq^P^ erhalten wird, so 
ist die gesuchte Eigenschaft bewiesen.« 

16) Zu S. 44, Zur Erläuterung diene Folgendes. Der 
betrachtete Punkt von -4, in dem w, w', w" verschwinden, 
heisse P. Die durch die Axen w und w' gelegte Ebene, 
welche die Tangentialebene in der Axe w' schneidet, schneide 
die Fläche in. der Curve c. Ein dem Punkte P unendlich 
naher Punkt der Curve c sei P,, die in P, errichtete Normale 
von c treffe w^ in Q. Dann ist dw' i=^ PQ und Fdw' be- 
zeichnet den Werth von Fim Punkte Q. Nach dem Taylor' suhen 
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Satze ist, wenn man unendlich Kleines zweiter Ordnung ver- 
nachlässigt; 

Vp^j d. h. der Werth von Firn Punkte P,j ist aber gleich ß, 
da P, auf der Fläche liegt. Ferner ist i j der Werth, 

den |-T — I im Punkte P, hat; derselbe ist von dem Werthe, 
\dwl 

--J — I in P hat, nur unendlich wenig verschieden, kann 

also durch letzteren ersetzt werden. Endlich ergiebt sich, 
wenn man den Bogen PP, der Curve c durch den Bogen 
des Erümmungskreises, dessen Radius H ist, ersetzt: 

PQ} dw'^ 



wodurch 



dw'^ ldV\ 



wird. 

17) Zu S, 45. Die erste Formel 8. 45 enthält bei Green 
einen Druckfehler, der hier verbessert ist. 

18) Zu S. 45. Der Ausdruck für das Flächenelement der 
Fläche B lässt sich folgendermaassen ableiten. Durch einen 
Punkt P der Fläche A denke man sich die Krümmungscurven 
gelegt; ihre Bogenelemente seien PQ^ =1 ds^, PQ2 = ds^. 
Das durch diese Bogen und die Bogen der unendlich nahen 
Krümmungscurven begrenzte Flächenstück kann man als 
Flächenelement von A ansehen und erhält daher da = ds^ds^. 
Errichtet man in den Eckpunkten des Flächenelements da 
die Flächennormalen, trägt auf denselben nach derselben Seite 
die Länge ab (auch bei variablem unterscheiden sich 
die abzutragenden Längen nur um unendlich Kleines zweiter 
Ordnung) und verbindet die Endpunkte der verschiedenen 
durch Bogen, so erhält man auf der Fläche B ein Element, 
dessen über P, Qi, Q^ liegende Ecken resp. P', Q'i, Q'2 
und von dem zwei Seiten P' Q\ = ds\^ P'Q'i= ds\ seien. 
Da die Flächennormalen in P und Q| sich schneiden, so 
können ds^ und ds^' als zu demselben Centn winkel gehörige 
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Bogen zweier concentrischen Kreise angesehen werden ^ deren 
Radien jßi und B^ -{' sind , ebenso ds2 und ds'^ ^^^ ^^^^ 
sprechende Bogen zweier concentrischen Kreise mit den Radien 
Il\ und M\-i-d. Dabei sind J?i und It\ die beiden Haupt- 
krümmungsradien der Fläche A in P, und d 1st als positiv 
zu nehmen, wenn es auf der dem betrefifenden Krümmungs- 
mittelpunkte entgegengesetzten Seite der Fläche A liegt. Es 
ist also 

Jti JK i 

Ferner stehen die Bogen d8\, ds'^ auf einander senkrecht, 
da dsi und ds2 senkrecht sind. Daher ist das Flächenelement 
der Fläche B 






falls man Glieder von der Ordnung 0^ vernachlässigt. Schliess- 

11 11 

lieh kann man -^- + -^7- durch -^ -f- -^7 ersetzen, falls R 

JlCi -ti \ Jti Jt 

und R' die Krümmungsradien zweier beliebigen senkrechten 
Normalschnitte der Fläche A im Punkte P sind. 

19) Zu S. 48, Das hier abgeleitete Resultat enthält fol- 
genden Satz: »Wenn die Potentialfunction F", die von Massen 
herrührt, welche ausserhalb einer geschlossenen Fläche liegen, 
auf dieser Fläche constant ist, so hat V für alle Punkte im 
Innern jener Fläche denselben constanten Werth.« Green's 
Beweis stützt sich' auf den im Anfang des Abschnitts (5) 
S. 32 oben] ausgesprochenen Satz. Aber auch ohne den 
etztgenannten allgemeinen Satz lässt sich unser Resultat aus 
dem Greew' sehen Satze in der Form, die in Anmerkung 9) 
[Seite 121] angegeben ist, folgendermaassen ableiten. Setzt 
man im Green' sehen Satze U= V — ß und wendet den Satz 
auf den Raum innerhalb der geschlossenen Fläche an, an 

welcher V=ß ist, so verschwinden die links stehenden 
Integrale, da einerseits 6V= 0, anderseits an der Fläche 

?7= ist. Ferner ist -r=— = -7— etc. Man hat also 

dx dx 
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was nur mOglicb iat, weDD für jedes Volnmenelement 

dV „ dV dV 

-j- = 0, -j-=0, -T- = 0, 

ax ay az ' 

d. h. V = eonat ist. Wegen der Continnitat von V kann 
der coQst&nte Werth dieser Fnnction nur ß sein. 

20) Zu S. 49. Das Pioblem der ElektricitAtsvertlieilang 
anf zwei leitenden Engeln hat bis in die neueste Zeit hinein 
zahlreiche Bearbeitungen gefanden, Yon denen insbesondere 
die von W. Thomson (PhÜ. Mag. 1853), G. Kirchhoff {OnWt 
3. 59, 1861), C.Neumann (Grelle J. 62, 1863), Momber 
(DisBertation, Königsberg 1878) erwähnt werden mOgen. 

Die bei den Reihenent wickelangen S. 50 auftretenden Func- 
tionen {/<''), UC) etc. sind die allgemeinen Kngelfnnctionen. 

21) Zu S. 51. In Ferrers' Ausgabe befindet sich folgende 
Notiz znm Artikel 10: 

a la^\ 
«Die anf Seite 50 bewiesene Qleichnng g>{r) = — tp i — l 

kann folgendermsaasen in Worten gedeutet werden: Es sei 

das Centrum einer Engel mit dem Halbmesser a, und A nnd B 

seien zwei Punkte, deren jeder das elektrische Bild des andern 

in Beziehnng änf die Engel iat (d. b. O, A nnd B liegen in 

gerader Linie und es ist OA • OB ^ a'). Wenn alsdann 

Elektricität irgendwie auf der Oberfläche der Kugel vertbeilt 

gedacht wird, ao verhält sich das Potential in A znm Potential 

EU OA oder wie OB zu a. Denn, wenn ein 

1 so bewegt, dass das YerhSitniss £P zn AP 

it (etwa :^ l], so wird er eine Engel beschreiben, 

IB diese letztere in den Punkten C und C 



AB 



A = i(JC'— AC) = 



r 
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OC = A0+0A = ^ + T^^^^,AB: 

mithin 

OC: 0A=: OB: OC=k:l. 

Und das Pot. in A : Pot. in 5 = r=r-: : -=r— = I : \. mithin 

FA PB ' 

ist das Theorem erwiesen. 

Die Gesetze der Eiektricitätsvertheilung auf sphärischen 

Leitern sind geometrisch untersucht worden von Sir William 

Thomson in einer Reihe von Abhandlungen in den Cambridge 

und Dublin Philos, Transact. (Vgl. Thomson und Tait^ 

Natural Philosophy Art. 474 u. 510.)« 

P P' 

22) Zu S. 56. Bei Green steht fälschlich -^ statt -p • 

23) Zu S. 57. Vgl. S. 31 des Textes vor Gleichung (4). 

24) Zu S. 58, Zur Erläuterung möge folgende Bemerkung 
dienen. Man betrachte zunächst ein abgeplattetes Rotations- 
ellipsoid von endlichen Dimensionen, dessen Meridiancurve 

sei (^ die Rotationsaxe). Sein Potential ist, falls x die Dich- 
tigkeit, dv ein Volumenelement bezeichnet, 



2)^ = xfö. 



/ 

Soll das Ellipsoid unendlich dünn, d. h. y und damit alle 
^-Ordinaten unendlich klein sein, so kann man als Volumen- 
element das über dem Flächenelement da der Aequatorebene 
liegende, beiderseits bis zur Ellipsoidfläche reichende Volumen 
ansehen. Es ist also 

3) dv = da'2^ = dG^^- Vß^ — rj'^ • 

Soll die Masse des unendlich dünnen Ellipsoids endlich sein, 
so muss mit abnehmendem y zugleich x wachsen, und zwar 
so, dass 

4) lim ^ = k 

P 

08twald*8 Klassiker. 61. 9 
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endlich ist. Durch Substitution von 3) und 4) in 2) erhält 
man die im Text angegebene Formel fflr <p. 

Die Masse M des unendlich dünnen Ellipsoids ist 

5) M=\7t'Ayß'^ = \7tkp. 

In Betreff der weiteren Formeln für die Anziehung homo- 
gener Ellipsoide vgl. Heft 19 der Klassiker, 8. 23 und 46—47. 
Führt man in den an letztgenannter Stelle aufgestellten Formeln 
statt der dort angewandten die hier benutzte Bezeichnung 
ein, so erhält man für ein abgeplattetes Rotationsellipsoid mit 
den Axen ß und y (/? > y). 

dz y(/j2 y-i) 3 ( h h j ' 

wo 



ist. Für y = gehen diese Formeln unmittelbar in die des 
Textes über. — Auch in den meisten Lehrbüchern der analy- 
tischen Mechanik findet man die in Bede stehenden Formeln. 
Hinsichtlich des Vorzeichens ist darauf zu achten, in welcher 
Richtung eine Componente als positiv gerechnet wird. 

25) Zu S. 59. Es möge hier die Rechnung Platz finden, 
durch welche sich die beiden ersten Formeln ergeben. 

Streng ist 



«2 = — i(/?2 — y2 _ ^2^ + ^}/(^2_2/2 — 22)2 4.4 ^2;j2 

4tß^z^ 



= i 



ß2^y2_^2^ ^(^2 _ y2 _ ^^2)2 + 4^22-2 



Vernachlässigt man z^ gegen z^, so kann man z im Nenner 
fortlassen und erhält 



ß^z^ ßz 



ß^ — y^ V/J2 — y2 

Nun ist 
= arctg ^ = i^ - arctg^ == ^^ - arctg(— ^^^ 

= \7t — • 

Yßl — yl 

Ferner ist 
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tgö = L ^ß'-y' 



*^ \Vß^ - y J 



falls überall Glieder höherer Ordnung vernachlässigt werden. 
Die Substitution dieser Ausdrücke ergiebt 

_dqp _ ^Mz j Vß^ — ya 

dz ~ (i^ 



{^^— vl^.)^ 



das ist, wenn man ansmultiplicift und z'^ vernachlässigt, die 
zweite Formel S. 59. 

26) Zu S. 60. Zu der Gleichung 

dV_ dV 
dw db 

ist hinzuzufügen, dass rechts nach Ausführung der Differen- 
tiation i = a zu setzen ist. 

27] Zu S. 60. Hier ist zu beachten, dass, während vorher 
bei der Betrachtung von Punkten in der Nähe der Oeffnung, 

z klein war gegen Vß'^ — y^^ jetzt, wo es sich um Punkte 
ausserhalb der Oeffnung handelt, ß klein ist gegen 

28) Zu S, 64, U^^^ ist eine lineare homogene Function 
der Coordinaten, dividirt durch r, d. h. 

^j,j _ Ix + my + nz ^ 

r 

Durch Uebergang von einem rechtwinkeligen Axensystem zu 
einem andern kann man diese Form in 

r 

überführen. Dass der constante Factor von ?/(*) positiv wird, 
erreicht man durch passende Verfügung über die positive 
:r- Richtung. 

29) Zu S. 64, Von den beiden Wurzeln der Gleichung 

2a . Ä^cosö , 

T- = * 

r r* 

muss man die grössere 
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r = 

2a 
nehmen, um für kleine b eine von der Kugel r = -j- wenig ab- 
weichende Gestalt der Fläche zu erhalten. Auch diese Wurzel 
giebt eine geschlossene Fläche nur, wenn für alle 6, also 
auch für ö = tt, die Wurzel reelle Werthe hat, d. h. wenn 

«2 — J ^2 > ist. Daher ist i = -r ^®^ äusserste brauch- 
bare Werth. ^ 

30) Zu S. 66, Aus der ersten Formel S. 65 folgt, dass 
für ö = die Tangente der Meridiancurve auf der Axe senk- 
recht steht, wählend für = 7t die Tangente mit der Axe 

einen Winkel bildet, dessen Cotangente ^1^2 ist, d. h. einen 

Winkel von 54° 44'. Bei der Rotation der Curve um die 

Axe beschreibt die erstgenannte Tangente eine Ebene, die 

zweite aber einen Kegel. Dass die Spitze des Kegels nach 

innen gerichtet ist, ergiebt sich am einfachsten daraus, dass 

X = r Qos d mit wachsendem 6 zuerst abnimmt, später aber, 

8 
wenn cos d <[ — — , wieder zunimmt. 

y 

31) Zu S.67. Auf S. 67 und 68 ist in allen Formeln 
b — 1 resp. J2 — 1 gesetzt, wo bei Green 1 — b resp. 1 — b^ 
steht. Die Nothwendigkeit dieser Aenderung ergiebt sich 
daraus, dass b grösser als 1 ist, dass daher b — 1 , und nicht 
1 — J, den absoluten Werth dieser Grösse darstellt. 

31a) 2ju S. 68, In Ferrers^ Ausgabe befindet sich nach- 
stehende Notiz des Herausgebers: »Für den Fall einer gleich- 
förmig mit Elektricität beladenen geraden Linie kann die 
Gestalt der Niveauflächen und das Gesetz der Elektricitäts- 
vertheilung an ihrer Oberfläche auf folgende Weise gefunden 
werden: Bezeichnen wir die Endpunkte der geraden Linie 
mit S und H, so kann die Anziehung der Linie auf einen 
Punkt p' ersetzt werden durch die eines Kreisbogens, dessen 
Centrum in p' liegt, der die Linie SH berührt und dessen 
begrenzende Radien Sp' und Hp' sind. Die Richtung der 
resultirenden Kraft halbirt mithin den Winkel Sp'H und die 
Niveaufläche ist ein verlängertes Sphärol'd mit den Brenn- 

punkten S und H, Sei nun - — ? die von der geraden Linie 

dw ° 

oder dem Kreisbogen ausgeübte Kraft, so ist: 



Nnn ist 



mithin ist 
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dw' y 

_ Sp' • Hp' • %\xiSp'H ^ 
^~ 2a ' 

dV 2 a 



dw' Sp' • Hp ' cos ^Sp' II 
Ans den Eigenschaften der Ellipse folgt 

folglich ist 

dV 2a 

dw'~ y[Sp' ' Hp')k' 

was mit dem Resnltat im Texte übereinstimmt.« 

(Bei Ferrers steht in den beiden letzten Formeln fälschlich 

V statt y.) 

32) Zu S. 68, Die letzte Formel von S. 68 ergiebt sich 

folgendermassen. In der vorletzten Formel setze man zunächst 

a; == r cos ^, y = r sin ^, so nimmt dieselbe die Form an : 



AT' = A log 



^ o. I l/i 2 a a^ 
cos t?- + 1/ l cos i> H — 5 

^ 7* T 



cos ^ H- 1/ 1 H cos 1^ H — : 



Entwickelt man die beiden Quadratwurzeln nach Potenzen von 

— und vernachlässigt —^ , so kommt 
r r^ 



(l-C03^)(l+?) 



hV '=^Ji log ^ — - = h log — 



r 



(l_cos^)(l-^) 

und wenn man auch den Logarithmus entwickelt und wieder 
~ vernachlässigt, so folgt 



ÄF' = Ä.^«= 2«^' 



' ft. 

9* 
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33) Zu S. 72, Der Grund dafür, dasa die Componente 
parallel der Axe den Werth von K nicht beeinHusst, ist der, 
(lass die Wirkung dieser Componente durch die Rotation nicht 
geändert wird. 

34) Zu S. 73. Die Worte »und nicht rotirte« fehlen bei 
Green] ihre Hinzufügung erschien zur Deutlichkeit noth- 
wendig. 

;^5) Zu S, 76. Geht man von dem Punkte P der FlÄche S 
längs der Linie L weiter, so ändert sich allein A, es ist also 

+ P ) = ^__. 3= ^ eos (Ixj , wo kx den Winkel be- 
ax dx 

zeichnet, den X mit der rr-Axe bildet. Bildet man die ana- 
logen Ausdrücke und beachtet, dass 

0,0^^ [kx) + cos'^{Ay) + cos^ (^2:] = 1 

ist, so sieht man, dass V= V^ -{- ßX der Gleichung [a] genügt. 
Dass dies das allgemeine Integral jener Gleichung ist, folgt 
daraus, dass der Werth von V auf der Fläche S beliebig 
angenommen ist. 

36) Zu S. 77. Dass DV längs einer jeden der Linien 
/y, L\ U' etc. constant ist, lässt sich folgendermassen be- 
weisen. Das vollständige Differential von DV ist 

^ ^ dx dy ^ ^ dz 

Sind nun dx^ dy^ dz die Projectionen eines Bogenelement« 

^ . , , dV d{ V, + ßX] . 2 , ., 
von iy, so ist, da -r— = -r = p cos [ax] etc. ist: 

dx dy dz 



Also wird 



ldV\ idV\ ldV\ 
[d^l \dy) \dz) 



\d{DV)dV d{DV)dV , d[DV)dV\ 



^ \ dx dx dy dy dz dz f 

nach Gleichung b). 

37) Zu S. 77. Die Linien L, L' etc. geben die Rich- 
tung der Kraft an, längs dieser Linien also wird sich die 
Elektricität bewegen. Denken wir uns nun ein unendlich 
dünnes Prisma (eine dünne Nadel) , dessen Axe L ist, so 
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üiesst diesem seitwärts keine Elektricität zu, mithin bleibt 
die in diesem Prisma enthaltene Elekti icitätsmenge ungeändert. 

38) Zu S. 78, Nach Seite 40, zweite Formel, ist 

Da D V — D V eine lineare Function der Coordinaten ist, so 
ist die rechte Seite gleich Null, also Dq' = 0. 

39) Zu S, 79. Setzt man ^ = siny, so heisst die zu 

integrirende Gleichung 

sin yD[cp — m) = [sin y + cos [cp — m)] Dcp 
oder 

^- -^ '—T == cotg y • Dw. 

sin y + cos [cp — m) 

Führt man an Stelle von qp — m die Variable 



y = Vh~:^,t, 



smy ^ cp — er 

+ siny 
ein, so kommt 

--— ^- = cotg y Dcp, also |-^tl == He^P^^^^y, 
1 — y^ ' ^' 1 — y 



-..(?-!).." 



1 — ttff- — 4^ltjr'^ 2^ 



1 
40) Zu S. 88. Darauf, dass 6— = ist, kommt es gar 

nicht an, wie man leicht erkennt, wenn man in der Gleichung 

1 
Anmerk. 9 (S. 121) ü = ~, V = E setzt. — In dem dem 

Integrationsraum angehörigen Punkte p' wird — = oo. Da- 
her würde dieser Punkt durch eine kleine ihn umhüllende 
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Kugel auszuschliessen sein, deren Radius, während a noch 
endlich bleibt, immer mehr zu verkleinern wäre. Bei diesem 
Grenzübergänge aber verschwindet das über die Oberfläche 
der Abschliessungskngel zu erstreckende Integral von selbst, 
so dass man von dieser Kugel überhaupt absehen kann. 

41) Zu S. 88. p* habe, auf den Kugelmittelpunkt als 
Pol bezogen, die Polarcoordinaten r', ö', xs\ während die 
Polarcoordinaten eines Punktes der Kugelfläche a, d, vs sind. 

Da -T- eine Kugelfunction erster Ordnung ?7^^^ mit den Ar- 
gumenten ö, xs ist, so wird 

^d(j dE rr ö^ 8in ßdedmU^^) 



T— — — ff — 
^ J r da ~JJ Va^ 



4- ^"^ — 2 ar' cos y 



wo 



cos y = cos ö cos 0' + sin sin 0' cos (er — m') 
ist. Ferner ist, da a > r', 

^ r l/a2+/2_2ar'cos/ S,«"^ 

falls P** (cos y) die einfache Kugelfunction mit dem Argumente 
cos y bezeichnet. Die Reihe 2j hat man in 1] zu substitu- 
iren und dann die Integralsätze der Kugelf unctionen anzu- 
wenden. Nach diesen ist das über die Kugelfläche vom Ra- 
dius 1 zu erstreckende Integral 



ffp*" (cos y] U^"^ sin ddOdm 



gleich Null , wenn n ^ Vj während für n = v der Werth 

4 7t 

des Inte&'rals gleich ist -, multiplicirt mit dem Aus- 

2r + l 

druck, in den U^^^ übergeht, wenn man darin 0\ m' an Stelle 
von 0, m setzt. Dadurch erhält man, da hier v = t ist, das 
gesuchte Resultat. — Der Ausdruck für E ergiebt sich, wenn 
man in der Formel S. 87 

Xj y, z durch Polarcoordinaten ausdrückt, deren Pol der Kugel- 
mittelpunkt ist. 
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42) Zu S, 95. Das VerständDlss wird hier durch die nicht 
zweckmässig gewählte Bezeichnung etwas erschwert, insofern 
r in zwei verschiedenen Bedeutungen gebraucht wird, nämlich 
einerseits für den Abstand des Punktes p vom Mittelpunkte, 
andererseits auch für den Abstand eines beliebigen andern 
Punktes vom Centrum. Zweckmässiger würde es sein, die 
Polarcoordinaten von p mit r\ d\ m\ die eines beliebigen an- 
dern Punktes mit r, 0, xs zu bezeichnen, so dass für einen 
Punkt der Kugelfläche r = a zu setzen ist. Dann ist 

1 1 



(r) Ya^ + r'2 — 2 ar cos y 

und man hat eine Summe von Integralen derselben Form wie 
S. 88 (vgl. die vorstehende Anmerk. 41), die sich nur durch 
die Indices der Eugelfunctionen unterscheiden. Die Ent- 

Wickelung von 7-. (wobei zu beachten ist, dass r' ^ a) und 

die Anwendung der Integralsätze der Eugelfunctionen führt 
zu dem schliesslichen Resultat, in dem man, um Ueberein- 
Stimmung mit den Green' %q\^qh Formeln zu erhalten, hinterher 
r, Ö, TS statt r, ö', ^' zu setzen hat. 

43) Zu S. 100, I7/Or-(«+i) ist (a — 6)»>-(»+i)P«(co3Ö), 
wo P» die einfache Kugelfunction ist; P"(cosö) ist, absolut 
genommen, kleiner als 1. Mithin ist J^/'V—»*—^ von der Ord- 
nung [a — ö)»>-"»-"^. 

Ferner ist r eigentlich 

r = l/(a-~6 + w)2 + t?2 = [a^h^u]y \ + -. J^—^ • 

Wird a = 00 , während u, v, b endlich bleiben , so wird der 
Werth der Quadratwurzel =1, d. h. 

[a — hYr -»-1 = [a — by {a — b + «)-«'-i 

==i(i_*y(i_e:!f)-7i_iii!fr\ 

a\ al \ a I \ a I 

Der letzte Factor wird =1 für a = 00. Der Werth der 
andern Factoren für a = 00 ergiebt sich so: Es ist 

i 



Hh\hl)r 



i 
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H) 



aber wird = e~^ für a = od. Daher wird 



a a 



44) Zu S, 101. Die hier auftretende Function Z7/*^ ist 
die Bessersohe Function (auch Cylinderfunction genannt) mit 
dem Index und dem Argumente yv. Nach heute üblicher 
Bezeichnung ist 



/ 



- cos (ßyv) = r-/o (y^)« 



Das zweite particuläre Integral der Gleichung für U,^*\ nach 
heute üblicher Bezeichnung YQ(yv) oder KQ{yv), wird für 
t? = unendlich wie log v. Da die Function C//*) für alle 
endlichen v endlich sein soll, so kommt nur das Integral 
AJo{yv), die Bessel^che Function erster Art, in Betracht. 

Die vorstehende Entwickelung scheint die erste Stelle zu 
sein, an der die Cylinderfunctionen als Grenzfall der Kugel- 
functionen aufgefasst werden. 

45) Zu S. 101. Für ö = ist 

V= r IT = ^(a — ^)•>-^•+^^also ?7,(0= (a— J)«. 

r — [a — 0) ^^ 

(2« + 1)2 
Behufs Ableitung der Formel für ^^ =r— ^ hat man den Aus- 
druck 8. 96 für D zu beachten, ferner dass a, =^ a + t ist 
(S, 100), woraus folgt 

t"r'*'=(r'"'=('+r'('+r 



-hirhiV' 



ein Ausdruck, der für a = oo, wenn y, t endlich bleiben, in 
e-2y^ übergeht. 

46) Zu S. 103. Arhogast (1759—1803), Professor in 
Strassburg, war der erste, der in seinem Werke »Du calcul 
des derivations et ses usages dans la th^orie des suites et 
dans le calcul diflförentiel« (Strassburg 1800) reine Operations- 



